P(E)K ELECTRONIC

Die Differentialgleichung und ihre L&sung mit

o e o e e e e S e e —

Die in den nachstehenden Bldttern L 1112, S. 1 bis S.8
gebrachten AusfUhrungen Uber die Lésung von Differential-
gleichungen mit dem Operationsverstirker sind einem Hand-
buch "Grundlagen der Schaltungstechnik von Operationsver-
sttirkern"” (Bestell Nr. 39511.1) nach einem Kurs der
"ayro-instronics" entnommen.

Da diese Abhandlungen insbesondere dann sinnvoll sind,
wenn man mit Analog-Rechnern noch nicht viel gearbeitet
hat, sind sie in dieses Handbuch Ubernommen worden.

Es hondelt sich nicht um eine Versuchsanleitung. Die an-
gegebenen Werte fUr Bauelemente sind daher nur zum Rech-
nen bestimmt und sind nicht im Liefersortiment von Typ

38500 enthalten.

Es sind gegenlber der Darstellung im vorliegenden Hand-
buch kleine Abweichungen zu verzeichnen, insbesondere

die Kennzeichnung der Umkehrung der Integrierer durch das
Vorzeichen "-" bei der Angabe der Konstante. Normen sind
hier international noch nicht vorhanden.

Wichtig sind auch die Abhandlungen Uber Zeittransformation,
die in dem vorliegenden Handbuch an anderere Stelle nicht
gebracht sind.
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PE)K ELECTRONIC

Die Differentialgleichung und ihre L¥sung mit dem

Operaotionsverstiirker

1. Allgemeines

Physikalische Vorgtinge lassen sich durch Verwendung von
Differentialgleichungen allgemein gultig darstellen und
lésen. Dabei sind Anfangs- und Endbedingungen, also die
Grenzen, bei der Rechnung zu berUcksichtigen.

Zum Beispiel: Es ist R = f (U) eines Widerstandes
zu messen, dies geschieht aber in den
Grenzen von U =1 V bis 5 V.,

Das Lésen von Differential-Gleichungen erfolgt mathematisch
durch bekannte mehr oder weniger komplizierte Methoden. Durch
Unsetzen der Zahlenwerte in Spannungen ldBt sich auf elektro-
nische Wege, z.B. mit Hilfe eines Integrationsnetzwerkes, eben-
falls eine L8sung erreichen. Die Lisung der Aufgaben erfolgt

im Analog-Rechner oder im Anologteil eines Hybrid-Rechners.

2. Die Integration allgemein

Die mathematisch-elektronische L&sung erfolgt in einer
Schaltung nach Bild ]

Bild 1: Der Integrator allgemein

ue
(b) i =i = =

=u, weil im0 ist (Eigenschaft eines guten 0.-V.)

Setzt man (b) in (a) ein, so ist:

o= L2 & (o

a C.| R1

Da R, eine konstante oder auch erfaBbare GrtBe ist, I«:mn'R.I
vor .das Integrationszeichen gesetzt werden.

1
Vg = —RTC-]_ Vg dt (d)

Daraus ergibt sich: ﬁ—lE ist die Integrationskonstonte,

1"

wird auch mit k bezeichnet. R].C1 entspricht einer Zeit.
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3. Die Realisierung der Integration mit einem Operationsverstirker

Bild 2 zeigt die Scholtung mit 0.-V. und Bauteilen.

Ci=1pF

Ry =10kn

Bild 2: Aufbau eines Umkehrintegrators
mit einem Oprationsverstdrker

Integrationskonstante k = S : R, = 104 Ohm, C, = 10-5F
R] . C] 1 1
k = 41 —5— =—]-.-|-s-1=103—1
10" Ohm * 107" F 107

“{Einheitenbeziehung: Ohm . F = s)

Ug ug

i 1

Bild 3: Symbol des Integrators
aus Bild 2

Die Integrationskonstante k wird in deos Symbol (ohne Einheit)
eingetragen; liegt ein Umkehrintegrator vor, dann wird ein
Minuszeichen vor dem k geschrieben (Bild 2).
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1. Mehrfachintegration mit Operationsverstiirkern

Es soll hier anhand einer Doppelintegration der Aufbau und
deren mathematische Zerlegung gezeigt werden (Bild 4 und
Bild 5).

e ———

z.B. U=//-5U,d‘l‘.=5-//u d‘t:5/udt-/udt
Q e -] e e

e 1 Bild 4: Schematischer Auf-
bau einer Doppel-
ug ug integration

I 1

S
Ct1 Ry
! J
;___1_-— - _l_.—-
10-5-104 1075.105
{ I
0.5-(-10)=-5 -1

Bild 5: Aufbau einer Doppelintegration

In Bild 4 ist die Zerlegung in zwei Einzelintegrationen gezeigt.
In Bild 5 ist die mathematische Gleichung in eine 0. -V. Schal-
tung umgesetzt. Der Kreis mit dem Wert 0,5 stellt einen Spannungs-
teiler dor Jnach Norm), der v_ouf u . =0,5 v herabgesetzt. Es
werden hierzu meist Mehrgang—prﬂzisignspotentioﬁeter verwendet.
Der nachfolgende 0.-V. muB dann eine Integrationskonstante von K =
_10 aufweisen. Da jeder der beiden 0. -V. das Signal invertiert,
ergibt sich keine Umkehr, (-1) = (-1) = +1. Um gunstige Rechen-
werte zu erhalten, werden fur Widerstdnde R = 10 kn, 100 ka, 1 Ma
und fur Kondensatoren C = 0,1; 1; 10; 100 pF verwendet. Zwischen-
werte werden durch Potentiometer eingestellt.
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5. Einfache Differentiation allgemein

Die Darstellung einer Differentiation mit 0.-V. erfolgt
nach Bild 6.

Bild 6: Der Differentiator

allgemein
ic =1 i = 0 Bedingung
du
.'I.‘==C.I dt (0)
Ua = ia . R] = ic . R1 (b)
d u,
U, = ¢~ - Ry (a) in (b) eingesetzt (c)
dwv
U =C.R e
a 1 1 It (d)

Durch die Reihenschaltung des Kondensators C, mit dem Eingang ist
die Schaltung sehr sttranfdllig fur hohe Frequenzen. Die Lisung
einer Differentialgleichung erfolgt daher meist mit Hilfe einer
Integrationsschaltung.

6. Schaltung zum Lsen von Differentialgleichung mit Operations-
verstirkern

Wie bereits festgestellt, eignet sich die Differentialorschal-
tung nicht zur Lsung von Differentialgleichungen.

Es soll hier gezeigt werden, daB auch der Integrator Verwendung
finden kann.

s u ]
| o) i =c Dpie Differentialgleich
o = gleichung
L :.F fljt
i b) v = -1;-Jridt Das Integral

Bild 7 zeigt das Verhalten von Strom und Spannung am Konden-
sator a) die Differentialgleichung und b) das Integral
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R,' soll den Verlustwiderstand
'. des Kondensators darstellen und
2 unerwlnschte Aufladen verhindern.

ua
Rq=Schutzwiderstand

I

Bild 8: Schaltung eines Integrators. Es soll zum Lbsen
der Differentialgleichung verwendet werden.

1
ue=c—]~gk-1- [Ua dt (a)
o = f:—° gt (b)
¢ "M 1
v —l f idt Integrol (e)
e=(.:1
dy,
i =C 5 Differentialgleichung erster Ordnung (d)
i= i, -1 i, i, weil der Kondensator C, erst aufge-
1 2 1 1
laden werden muB3.
u
i =—e
1 R.I
v
PR -
2 R

du o u
C a e . @ (e)
' ROR
d Vg Uy vy ()
‘= - f
dt RyC R,C,

Diese Formel entspricht der Schaltung des Operationsverstidrkers
entsprechend der Differentialgleichung.
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Bild 9:Blockschaltung der Differentialgleichung

d v v
a

v
e a
T - "7 (T=R.G)
Die Bldcke = 1C werden dann einfach mit Potentiometern

1°"1  nochgebildet,

R 1C als Widerstand eingestellt.
1°71

d.h. der Wert

Dies geschieht, um genaue Einstellungen zu bekommen, mit einem.
Mehrgangpotentiometer.

7. Anwendung der Differentialgleichung zur Nachbildung

Beispiel:

\ | Bild 10: RL-Glied

UL UR ~|
Ue

U = U + U (a)
€ L . R L. = Ohm*s als Dimension
v =L LR (b)
e dt
di Yo iR () e iR
dt "L T L L L
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u
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b R i

Bild 11: Blockschaltung fur die Darstellung der mathematischen
Beziehungen eines RL-Gliedes

C

it

’1 Sl

Bild 12: Aufbau der Schaltung zur L@sung der.
Differentialgleichung eines RL-Gliedes

8. Zeittransformation

du
dta wird auch mathematisch mit Gu bezeichnet; ebenso
g -i-T
dt ~ ° 7
v v
. _ . & _ 9
Y "CR TR
v v
. _ . _ 8
Ve © T T

Benttigte Rechenzeit T = 7 s fur eine angenommene Aufgabe. Sollte
die Schreibbreite wegen des einstellbaren ZeitmaBstabes des X-Y-
Schreibers oder des Oszillografen fur eine gewlnschte Registrier-
daver nicht ausreichen, dann ist eine Zeittronsformetion erforder-
lich. Dies geschieht direkt in der Differentialgleichung.
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Bild 13: Darstellung chne Bild 14: Darstellung mit Zeit-
Zeittransformator transformator (Anderung

des ZeitmaBstabes)

Die Zeit T = 7 s soll auf T’- 1 s reduziert werden, d.h. die Inte-
gration muB onstatt in 7 s in 1 s ablaufen.

Die Zeitersparnis ist 1 : 7, daraus ergibt sich der Zeittransfor-
mationsfaktor

T A
A - =
T>=AT

Die Gleichung lautet dann:

u v
. _e __4a
Yo © AT T AT
u v
. __ & g
Uu = T
_1_ Ue 1
h GO TA ’:lu
1 1
T T A
Bild 15a: Schaltung ohne Zeit- Bild 15b: Schaltung mit Zeit-
transformation ' transformation
Z.B. T = 7 $ Z.B. T’= 1 5
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Grundlagen einfacher Regeleinrichtungen

1. Allgemeines

Die Art des Reglers ist bei einfachen Regelungen durch die
Sprungantwort zu erkennen, das heiBt, durch das Ergebnis
am Ausgang, bezogen auf eine sprunghafte Anderung des
Eingangs.

Die Regelungstechnik benutzt auch pneumatische, hydrau-
lische und elektromechanische Regler. Die Elektronik ist
als neves Gebiet hinzugekommen.

2. Proportionol Regler (P-Regler)

el

Schieber
-

I [ h
[ =" |}

Bild 1: Einfache Flissigkeitsstandsregelung

Ist der Behilter ganz leer, dann ist der Schwimmer ganz
unten. Das bedeutet aber, der Zulauf ist ganz offen (Bild 1).
Steigt nun der Wasserspiegel im Behidlter on, dann wird durch
den Schieber (Stellglied) weniger Wasser flieBen. Bei h

ist der Schieber ganz geschlossen. Durch unterschiedliche
Ldinge der Hebelarme 1 :12, 1l#Bt sich daos Verhidltnis Wasser-
hhe zur Schieberstellung verdindern. Am Regler stellt der
Wasserstand h die Eingangsgréflie dar, die Schieberstellung

ist die AusgangsgriBe.

1
Agﬁﬂﬂﬂﬂ = Verstdrkung v v = 1
Eingang l2

Der lineare Operationsverstirker hat die P-Regler Charckte-
ristik, Bild 2.

R2
j S— )
R1
O —_—
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Bild 3: Die Sprungantwort (Uu) eines P-Reglers

Merke: P-Regler bewirken eine zur Regeldifferenz proportio-
nale Verstellung der StellgroBe. Es tritt beim P-Reg-
ler durch die starre Kopplung eine bleibende Regel-
differenz auf.

Die Ubergangsfunktion heiBt beim P-Regler

F = v (Ubergangsfunktion ist die Funktion
des Reglers)
Uu =F . U =v - U
c e e

3. Integ;ierender Regler (I - Regle:_l

Um die meist unerwinschte Regeldifferenz am Ausgang zu ver-
mindern, wird der sog. I-Regler eingesetzt.

Durch Einsotz des Integrators in den Regler wird die Aus-
gangsgrtBe zeitlich unabhdingig verdndert. Durch Vorinte-
gration oder nicht vollstidndige Entladung des Kondensators
lassen sich Anfangsbedingungen mit eingeben.

R3 C1

i

Bild 4: I-Regler mit Anfangsbedingung Yanfang
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Bild 5a: Test mit Sprung

t—a

Ausgangsspannung

Merke: Der I-Regler hat linearen Anstieg Uber der Zeit. I-Regler
haben eine "lange" Regelzeit, dafUr keine Regeldifferenz
om Ende des Regelvorganges.

Reine I-Regler sind sehr selten, meist ist noch ein proportio-
naler Teil verhanden. Dieser kommt durch den Innenwiderstand
des 0.-V. und den ohmschen Anteil des Kondensators zustande.

. 1 ]
Ubergangsfunktion F = ™ - RCp P=

4. Proportioncl-Integral-Regler (P-I-Regler

Der P-I-Regler hat erst den Proportionaclsprung vnd regelt
dann integrierend weiter. Es kdnnen hier auch wieder Anfongs-
grbBen eingegeben werden.

Bild 6: PI-Regler mit Anfangsbedingung U

anfang

Januar 1972 L 2310 - S.3



I Anteil

'l1 t

Tt
™N ! t—= TN = Nachstellzeit

Bild 7: Sprungantwort eines PI-Reglers

Merke: Die GrtBe der Ausgangsspannung U dndert sich erst
sprunghaft, danach setzt die zeifliche Anderung von
U ein, d.h. der I-Anteil wird wirksam. Die Regel-
differenz wird schneller ausgeregelt, als beim reinen
I-Regler. TN ist die Nachstellzeit des Reglers.

Die Ubergangsfunktion lautet:

1+ TNp
F=VI ———————
TNp
M T s M
R2 R1 . C]p

Anwendung findet der PI-Regler in der Temperaturregelung, damit
ein langséamer Anstieg der Temperatui den Sollwert nicht Uber-
schreitet. Beim P-Regler wlUrde ein Uberschreiten leicht mdglich
sein,

5. Differenzierender Regler (D-Regler!

Der D-Regler hat als Sprungantwort eine unendlich hohe Kndprungs-
geschwindigkeit, die dann nach sehr kurzer Zeit wieder auf Null
zurUckkehrt. Daher ist es zweckmdBig D-Regler mit einer Rampe-
(Sdgezahn) zu untersuchen. Es entsteht als Sprungantwort eine
Nadelfunktion.

R1

B
—_

Bild 8: D-Regler
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Bild 9: Sprungantwort
eines D-Regler

Die Ubergangsfunktion lau
FoT
F =R

t—n t —

Bild 10: Aufstiegsantwort
s eines D-Reglers

tet:

- p
1 G -

6. Proportional-Differenzial-Regler (PD-Reg}er)

PD ist die Kombination

P- und D-Regler; es miUssen nicht

immer die markanten Eigenschaften bei der Schaltung sicht-
bar sein., Dieser Regler wird auch ginstiger Weise mit der

Rampe untersucht.

R1 R2
1
| N
Ye C1
3
Q ’ lua
R3
1 I

Bild 11: P-D-Regler

Januar 1972
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uef

t — t —

— idealer Verlauf

s I
—UOT . — — wirklicher Verlouf 'UuT |
. x
- |
|
t—>e i t—
Tv
Bild 12: Sprungantwort eines Bild 13: Anstiegsantwort
P-D-Reglers eines P-D-Reglers

Merke: Der P-D-Regler regeit schneller als der P-Regler, hat aber
eine bleibende Regeldifferenz zur Folge.

Die Ubergangsfunktion lautet:

F=v (1+Typ)
R2
F:'R—(1+R2.C.Ip)

Bild 14: Andere Schaltung eines
PD-Reglers, mit verbessertem
Frequenzgang

7. Der Proportional-Integral-Differential-Regler (PID-Rggler)

Die Sprunganwort eines PID-Reglers setzt sich aus allen 3 An-
teilen zusammen. Er hat fost alle Nachteile der anderen Regler
durch diese Kombinotion beseitigt.
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Bild 15: PID-Regler

Bild 16: Sprungantwort
t—e eines PID-Reglers
—— idealer Verlauf

- wirklicher Verlauf

TN = Nachstellzeit

Uanf ,.. .
anfang TN+=Ty Tv = Vorhaltezeit

L

t—»
Die Ubergangsfunktion lautet:

(1+Tp) (1 + Typ)

TNp

F = v

e _ Ry (1 + R1C2p) (1 o+ C1R2p)

R. R, . C

1 1 2P

Merke: Der PID-Regler regelt eine Regeldifferenz schnell und ohne
bleibende Regeldifferenz ous.

E
o—{ 1o+ —1-
A
g Bild 17: Schaltungsmtglichkeit eines
L PID-Reglers, mit verbessertem

Frequenzgang
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