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Einleitung

Durch Verkniipfung von mehreren Operationsverstarkern
wird ein Modell eines elektronischen Analogrechners ge-
schaffen, mit dem eine Vielzahl mathematischer und physi-
kalischer Abhéangigkeiten (Integrale, Differentialgleichun-
gen, Pendelschwingungen, Verhalten von fremderregten
Oszillatoren, Regelkreis, quantenmechanischer harmoni-
scher Oszillator u. a. m.) simuliert werden kann. Als Lésung
des Problems erscheint ein sich im allgemeinen mit der Zeit
verdnderndes elektrisches Potential, dessen Verlauf mit
einem MeBinstrument, auf einem Schreiber oder Oszillo-
skop verfolgt werden kann. In das Experiment eingehende
Parameter und Anfangsbedingungen lassen sich leicht
verdndern und damit deren Abhéngigkeiten untersuchen.

Im hier beschriebenen Analogrechner sind 7 Operations-
verstarker, 2 Multiplizierer, 4 Koeffizientenpotentiometer
und das Netzteil enthalten. Die zur Programmierung erfor-
derlichen Steckelemente (57603 - Satz Steckelemente)
werden jeweils von auBen vor die Eingénge und in die Riick-
kopplungskreise der vorher offenen Operationsverstarker
gesteckt. So wird der jeweilige Beschaltungszustand des
einzelnen Verstarkers und damit seine Funktion &uBerst
transparent. Die GroBe der aufgebrachten Symbolik ge-
stattet auch den Einsatz des Analogrechners in der Demon-
stration vor einer Klasse.

Die Beschaltungsmaoglichkeiten des Analogrechners sollen
hier (in Einzelféllen gelegentlich willkiirlich) aufgeteilt wer-
den in Grundschaltungen und Anwendungen aus Mathe-
matik, Regeltechnik und Physik. Im Anhang folgen noch
einige Programme zur Simulation von Spielen, Hinweise
zur Registrierung der Lésungen mit TY-Schreiber (575 60),
XY-Schreiber (575 66) oder Oszilloskop und Hinweise zum
Einsatz eines programmierbaren Schalters (57607) zur
Automatisierung des Rechenablaufs.

Die abgebildeten Schaltpldne sind jeweils geometrisch so
angeordnet, wie sie sich auch auf dem hier beschriebenen
Analogrechner realisieren lassen. Sie sind im MaBstab 1:5
wiedergegeben mit Ausnahme der Grundschaltungen im
Kapitel 2.1, hier ist als MaBstab 1:4 gewahlit. Unter den
Widerstandssymbolen kénnen sich auch Verzweigungs-
punkte befinden.

Die Programme der Teile 2 bis 5 sind fast alle mit dem zur
Programmierung angebotenen Satz Steckelemente (576 03)
realisierbar. Lediglich bei den Programmen 3.3.2, 3.7.8,
526, 535-5.3.7,54.4,548,54.9, 5.7.1-5.7.3, 6.6.4 wer-
den zusatzlich ein oder zwei Kippschalter (579 13) bens-
tigt, falls nicht der programmierbare Schalter (siehe unten)
zur Verfliigung steht. Die Zeitkonstanten beim Integrieren
sind so groB gewahlt, daB sich die Lésungen mit einem
schnellen MeBinstrument, z.B. Doppelmavo, Nullpunkt
Mitte (442 86) mit MeBbereichsschaltkasten (442 84), oder
einem Schreiber wiedergeben lassen.

An Stelle der einzelnen Schalter, die von Hand zu festge-
legten Zeiten (meist zu Beginn der Rechnung) betétigt

werden missen, kann der programmierbare Schalter
(676 07) verwendet werden. Mit ihm lassen sich bis zu 5
eingebaute elektronische Schalter zu vorgebbaren Zeiten
automatisch ein- und ausschalten. Es ist dann ein ein-
maliger oder auch repetierender Rechenablauf moglich
mit Zykluszeiten in den Bereichen von etwa 20 s bis 30 s
und auch von etwa 20 ms bis 30 ms.

Sollen die Lésungen von Integralen und Differentialglei-
chungen auf einem Oszilloskop registriert werden, sind
beim Integrieren kleine Zeitkonstanten nétig. Diese lassen
sich erreichen durch die zur Programmierung angebotene
Ergénzung Steckelemente (57604). Im Anhang werden
dazu Hinweise und einige entsprechend geénderte Pro-
grammbeispiele gegeben.

Es sei schlieBlich nicht unerwihnt geblieben, daB man den
Integralbegriff erfolgreich mit dem Verhalten eines ent-
sprechend beschalteten Operationsverstarkers einfiihren
kann, sollte er von der Mathematik noch nicht gegeben
sein. Ebenso lassen sich zahlreiche physikalische Pro-
bleme I6sen, ohne den Begriff der Differentialgleichung
verwenden zu miissen.

Das hier wiedergegebene Foto zeigt den Analogrechner
(57601) zusammen mit dem TY-Schreiber (57560). Pro-
grammiert ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
Auf der Klarsicht-Rollenfolie (57563) des TY-Schreibers
werden Einschwingvorgédnge als Lésungen registriert, die
dann auch noch mit einem Schreibprojektor projiziert wer-
den kdnnen.




1. Gebrauchsanweisung 57707 2 Widerstand, 10 kQ, 1% o
57706 2 Widerstand, 5kQ, 1% <

57705 2 Widerstand, 2 kQ, 1%

1.1. Technische Daten 57813 4 Kondensator, 220 nF, 5% <
578 11 4 Kondensator, 47 nF, 5%

1.1.1 Analogrechner 57810

Ausfihrung:

flache Grundplatte mit ausklapp-
barem Stander, hinter einem
groBen Programmierfeld sind

: Ausfiihrung:
eingebaut:

7 Operationsverstarker: als Differenzverstarker ausge- 1 elektronischer
fihrte integrierte Schaltkreise, Umschalter:
beide Eingdnge zugéanglich, Drift
kompensierbar

1 Multiplizierer: Parabelmultiplizierer (4 Qua- 4 elektronische
dranten), integrierter Schaltkreis Schalter:

1 Multiplizierer: integrierter Schaltkreis, umschalt-
bar

Multiplikation: 4 Quadranten
Division: Nenner negativ
Wurzel: Radikand positiv, Wurzel negativ gedtfnet:

4 Potentiometer: 2,3 kQ, Auflosung 0,5% geschlossen:

120 Buchsenpaare: zur Beschaltung durch externe Zeitbasis:
Elemente

Netzteil: 110/220 V, 50-60 Hz, 18 W

Sicherungen: T 0,2 B fiir 220 V

T0,315 B fiir 110V Steuersignale:

Versorgungsspannung: 15 V fiir Operationsverstarker

und Multiplizierer

Signalspannung: 10V 1 Monoflop:
Rechengenauigkeit: 3%
Grenzfrequenz: je nach Programm etwa 1 kHz
bis 10 kHz 1 Monoflop:
Abmessungen: 690 mm x 580 mm x 65 mm
Gewicht: 10 kg

Triggerausgang:

1.1.2 Zubehdr zur Programmierung

Satz Steckelemente (576 03) fiir Zeitkonstanten von 0,002 s
bis 10 s (Registrierung mit MeBinstrument, TY-Schreiber

Betriebsarten:
1. automatisch:

oder XY-Schreiber) bestehend aus:

57952
577 11
57710
57709
57708
57707
57706
57705
57816
57815
50149
57425
57851

. / _ 2. manuell:
1 Tablett fiir 96 Steckelemente - o
6 Widerstand, 200 kQ, 1% %
8 Widerstand, 100 kQ, 1% fr I
2 Widerstand, 50 kQ, 1% v
2 Widerstand, 20 kQ, 1% d
6 Widerstand, 10 kQ, 1% f:/
2 Widerstand, 5 kQ, 1% ke 5o Stromversorgung:
2 Widerstand, 2 kQ, 1% /
6 Kondensator, 4,7 pF, 5% s Abmessungen:
4 Kondensator, 1 uF, 5% / Gewicht:

6 Satz 6 Verbindungsstecker
1 Satz 4 Verbindungskabel
2 Diode D1/1000, Steckelement ./~

57913 /,ﬁ Kippschalter, Steckelement

Ergdnzung Steckelemente (576 04) fiir Zeitkonstanten von
0,02 ms bis 44 ms (Registrierung mit Oszilloskop) be-
stehend aus:

57709
57708

&

2 Widerstand, 50 kQ, 1% é;/
2 Widerstand, 20 kQ, 1%

4 Kondensator, 10 nF, 5% ,

1.1.3 Programmierbarer Schalter

flaches Pultgeh&duse, hinter dem
Programmierfeld sind eingebaut:

integrierter Schaltkreis mit 2
Steuereingangen (jeweils positive
Flanke), Umax = =15V

integrierte Schaltkreise mit je
einem Steuereingang (positive
Flanke) zum Offnen und je einem
Steuereingang (positive Flanke)
zum SchlieBen des Schalters
R>1 GQ, Unax = =15V

Ri<200 Q, Imax = £30 mA

mit kontinuierlichem Abschwa-
cher und Umschalter fiir Zyklus-
zeiten von etwa 20 s bis 30 s und
von etwa 20 ms bis 30 ms
Zykluszeit 8fach unterteilt als
Steuersignale (positive Flanke)
fir elektronische Schalter

mit einstellbarer groBer Zeitver-
zogerung fiir Steuersignale 1,5 s
bis 23 s, bzw. 1,5ms-23 ms

mit einstellbarer kleinen Zeitver-
zégerung fiir Steuersignale 0,3 s
bis 4,5s, bzw. 0,3 ms-4,5ms

fir Oszilloskop, ansteigende
Flanke zu Beginn eines Zyklus
liber Umschalter wahlbar
kontinuierliche Wiederholung der
Zyklen ohne Pause

Ausldsung eines einzigen Zyklus
durch Tastendruck oder Steuer-
signal (negative Flanke)
Ausldsung eines einzigen Zyklus
durch Steuersignal (negative
Flanke), jedoch erst nach Be-
tatigung eines Tasters.

Uber Vielfachkabel vom Analog-
rechner (576 01)

280mm x 185 mm x 85 mm

1,3 kg

11




666

e

121

1.2. Beschreibung

1.2.1 Analogrechner

@ Sicherungshalter

@ Steckbuchse fiir NetzanschluBkabel

® Netzschalter

@ Betriebsanzeigelampe

® Kontrollampe fiir positive Signalspannung

® AnschluBmoglichkeit (Vielfachbuchse) fiir Stromversor-
gung des programmierbaren Schalters (576 07)

@ Kontrollampe fiir negative Signalspannung

® Programmierfeld mit 7 Operationsverstarkern, 4 Koeffi-
zientenpotentiometern und 2 Multiplizierern

® nichtinvertierender Eingang eines Operationsverstar-
kers: wird meist mit Masse verbunden

@ invertierender Eingang eines Operationsverstarkers;
wird meist als Signaleingang verwendet

@ Schraubenzieherpotentiometer zum Driftabgleich

® Ausgang eines Operationsverstarkers

® Ausgang fiir negative Signalspannung, =10 V

@ Ausgang fiir positive Signalspannung, +10 V

® Koeffizientenpotentiometer, kann wahlweise an posi-
tive und negative Signalspannung, an Masse oder an

den Ausgang eines Operationsverstéarkers angeschlos-

sen werden

® Multiplizierer mit Umschalter fiir Multiplikation, Division:
und Bildung der Quadratwurzel

® Multiplizierer (links Eingédnge, rechts Ausgang)

@ Abdeckblech fiir Justierfeld der Multiplizierer; braucht
im allgemeinen nicht gedffnet zu werden

1.2.2 Programmierbarer Schalter

@ Umschalter fiir Zeitbasis

® Abschwacher fiir Zeitbasis

® Ausginge fiir Steuersignale (positive Flanken)
im Abstand von T/8 mit Zykluszeit T

@ Steuereinginge fiir Umschalter; gelangt eine positive
Flanke an den oberen Eingang, so wird der rechte Scha
ter von @ gedffnet und der linke geschlossen; gelang
eine positive Flanke an den unteren Steuereingang, s
wird der rechte Schalter geschlossen und der linke g
offnet

® AnschluBbuchsen fiir Umschalter

@ Steuereingdnge fiir Schalter; gelangt eine positive
Flanke an den oberen Eingang, so wird der zugehdori
Schalter geoffnet; gelangt eine positive Flanke an d
unteren Steuereingang, so wird der Schalter geschloss

® AnschluBbuchsen fiir Schalter
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@ Vielfachkabel zum AnschluB an Analogrechner, Buchse
@®

@ Triggerausgang fiir Oszilloskop, er ist galvanisch ver-
bunden mit dem linken und dem rechten der9 Ausgénge
@flr Steuersignale

® Ausgang des Monoflops mit Steuersignal fiir Schalter

® Abschwicher fiir Monoflop

® Eingang zur Ansteuerung des Monoflops aus einem der
Ausgénge @ fiir Steuersignale

@ Triggereingang zur Ausldsung (negative Flanke) eines
Zyklus

@ Taster zur Auslésung eines Zyklus

@ Wahlschalter fiir Betriebsart

links: automatische Wiederholung der Zyklen ohne
Pause
mitte: Auslésung eines einzigen Zyklus durch Druck

auf Taster @oder Steuersignal (negative Flanke)
an Buchse &

rechts: Auslosung eines einzigen Zyklus durch Steuer-
signal (negative Flanke) an Buchse®, jedoch
erst nach Druck auf Taster ®

1.3. Bedienung

Auf richtige Netzspannung achten (Anderung durch inter-
nes Umstecken siehe Kapitel 1.5).

Gerdt am Netz anschlieBen und mit Schalter ® einschalten.
Betriebsanzeigelampe @ und Kontrollampen ® und @
leuchten.

Bei KurzschluB oder Uberlastung eines Ausgangs fiir
- Signalspannung ® oder @ erlischt die entsprechende Kon-
trollampe. KurzschluB gegebenenfalls beseitigen.

Wenn dem Analogrechner Fremdspannungen zuge-
fihrt werden, z. B. aus einem Funktionsgenerator, sind
Potentiale liber =15 V unbedingt zu vermeiden, da
sonst bei Fehlschaltungen Operationsverstirker und

Multiplizierer zerstort werden.

Nach eigenen Entwiirfen oder entsprechend den Pro-
grammplénen der Teile 2 bis 6 programmieren. Weitere
Hinweise finden sich, soweit notwendig, bei den einzelnen
Schaltplénen.

Bei erster Beschaftigung mit einem Analogrechner unbe-
dingt die Abschnitte 2.1.2, 2.1.56-2.1.7 durcharbeiten.

Gegebenenfalls programmierbaren Schalter iiber Vielfach-
kabel ® zur Stromversorgung an Buchse ® anschlieBen.
Schaltzeiten nach Wunsch programmieren. Beispiele hier-
zu siehe Kapitel 6.3.

1.3.1 Aligemeine Hinweise zu den Schaltplnen

Die in den Teilen 2 bis 6 abgebildeten Programmpléne sind
als Hilfe fir den Anwender jeweils geometrisch genauso
angeordnet, wie sie sich auf dem Analogrechner realisieren
lassen. Als Folge davon kann sich ein Verzweigungspunkt
auch unter einem Widerstandssymbol befinden.

Einer Leitungsfiihrung mit Verbindungssteckern wird im
allgemeinen der Vorzug gegeben vor Kabelverbindungen,
auch wenn dann gelegentlich ein kleiner Umweg in Kauf
genommen werden muB. Mit Verbindungssteckern ver-
bundene Buchsenpaare sind dabei in den durchgehenden
Leitungsfiihrungen nicht besonders gekennzeichnet. Wird
dagegen ein Buchsenpaar mit Kabel verbunden, um z. B.
eine groBere Entfernung zu iiberbriicken, sind die Buchsen
als offene Kreise (I6sbare Verbindung) in den Schaltplanen
verzeichnet.

Die an den passenden Stellen eingezeichneten Schalter
konnen dort mit Kippschalter-Steckelementen verwirklicht
werden. Bei Verwendung des programmierbaren Schalters
anstelle der Kippschalter sind die einzelnen Schalter mit
Kabelverbindungen an die gewiinschten Stellen einzu-
schieifen. Beispiele hierzu finden sich im Kapitel 6.3.

Als einheitlicher MaBstab fiir alle Programmpline wurde
1:5 gewahlt mit Ausnahme der Grundschaltungen eines
Operationsverstarkers im Kapitel 2.1, die etwas groBer
(1:4) dargestellt sind. Auch Bild 1.2.1, welches das ge-
samte unbeschaltete Programmierfeld des Analogrech-
ners zeigt, ist ebenfalls im MaBstab 1:5 wiedergegeben.

In den Schaltplanen angeschriebene Potentiale U beziehen
sich immer auf Masse und werden in Volt angegeben. Sind
an den Ein- und Ausgéngen der beschalteten Operations-
verstérker keine Potentiale U sondern Werte angegeben,
z.B. x, v, z, a, v/I50 oder y/5, so ist eine Amplitudenskalie-
rung vorgenommen worden (siehe folgenden Abschnitt).
Die angeschriebenen Werte (z. B. y/5) sind (gegebenenfalls
in ihren Einheiten) gleich 1 bei Vollaussteuerung der Ope-
rationsverstarker oder Multiplizierer, also bei 10 V.

1.3.2 Amplitudenskalierung

Die Behandlung mathematischer oder physikalischer Pro-
bleme wird wesentlich erleichtert, wenn man als Ein- oder
AusgangsgrdBen beschalteter Operationsverstarker gleich
dimensionslose mathematische oder dimensionsbehaftete
physikalische GroBen verwenden kann statt der tatszchlich




vorhandenen Potentiale U. Fiir den Rechenbereich gilt
beim hier beschriebenen Analogrechner:

-iovsu=+10V

Wird U ersetzt durch eine dimensionslose mathematische
GroBe y mit y = U/B, so wird 8 so gewahlt, daB fir y als
Rechenbereich gilt:

=l=y=+1

Soll mit Werten von y gerechnet werden, deren Betrage
groBer als 1 oder wesentlich kleiner als 1 sind, so wird ein
weiterer Skalierungsfaktor a zugefiigt. Mit ay = U/ und
B = 10 V folgt fiir ay als Rechenbereich:

-1say=+1

Im Schaltplan wird dann ay an Ein- oder Ausgang eines
beschalteten Operationsverstarkers oder Multiplizierers
geschrieben. Um eine optimale Rechengenauigkeit zu er-
halten, wird a so gewahit, daB der Rechenbereich moglichst
ganz genutzt wird. Die Skalierungsfaktoren brauchen inner-
halb eines Programmplanes nicht alle gleich zu sein.

Beispiel:

Es soll mit einem Operationsverstarker z = — 2y gebildet
werden. Setzt man dazu ayy = U/f und a,z = U/ mit g =
10 V, so kann man je nach den geforderten Bereichen fiir
y und z unterschiedlich skalieren.

a) Wahit man a, = 1 und a, = 1, so folgt Bild 1.3.2.1 als
Lésung entsprechend Abschnitt 2.1.2. Als Widerstands-
verhaltnis ist 2 gewihlt. Da | z| = 1 bleiben muB, darf | y |
nicht gréBer als 0,5 werden.

b) Wahlt man a, = 2und a, = 1, so folgt Bild 1.3.2.2 als Pro-
grammplan. Als Widerstandsverhaltnis muB jetzt c = - (- 2)
a;/a, = 1 genommen werden. y kann nicht gréBer als 0,5
werden.

¢) Will man fiir alle y mit | y | = 1 eine Lésung erhalten, so
kann man a, = 1 und a, = 1/2 setzen. Als Programmplan
folgt Bild 1.3.2.3 mit dem Widerstandsverhaltnis ¢ = 1.

Skalierungsfaktoren kdnnen auch negativ sein. Soll z.B.
z = 8+ 2y berechnet werdén, braucht im Bild 1.3.2.3 ledig-
lich ay = — 1 gesetzt zu werden (siehe auch ndchstes Bei-
spiel zur Berechnung von F = mg).

Soll mit einem Operationsverstarker z = by berechnet
werden, so muB allgemein fiir die Skalierungsfaktoren
gelten:

a,/a, <0
azfay >0

firb>0
firb<0

Fiir das Wiederstandsverhaltnis c am Operationsverstéarker
folgt dann: ¢ = - b a./ay.

Es kann gelegentlich niitzlich sein, a./ay, = — 1/b zu wahlen;
es folgt dann c = 1.

Wird mit dimensionsbehafteten physikalischen GréBen ge-
rechnet, so wird der Faktor § noch durch die Einheit der
physikalischen GroBe dividiert. Fiir eine Geschwindigkeit v
z.B. gilt: av = U/, mit §, = 10 Vs/m und als Rechenbereich
folgt:

-im/ls=av=+1m/s

Ist bei der Multiplikation mit einer Konstanten (siehe oben)
der Faktor b dimensionsbehaftet, so gilt mit a,z = U/, und
ayy = UIB, fur das Widerstandsverhéltnis am Operations-
verstarker:

c = — b a;f./a,fy

und das Verhiltnis der Skalierungsfaktoren a./ay hat die
GroBenordnung von — f,/:b.

Beispiel: .

Es soll mit einem Operationsverstarker zundchst die Kraft
F = mg und dann mit einem nachfolgenden Multiplizierer
die potentielle Energie W = mgh berechnet werden fir
Massen m < 100 g, Erdbeschleunigung g = 9,81 m/s? und
Hohen h=1 km.

Setzt man: amm = U/fm mit fm = 10 V/kg

afF = Ul mit B¢ = 10 VIN
ash = Ulfn mit fn =10 VIm
awW = Ufﬂw mit fw = 10 VIJ

so kann man die Skalierungsfaktoren a im Programmplan
1.3.2.4 widhlen zu:

am = - 10, negativ, damit das Ausgangssignal des Opera-
tionsverstarkers (siehe Abschnitt 2.1.2) positiv wird. Es gilt
|amm | = 1 kg.

1321 1.3.2.2
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ar = 1, damit gilt arF = armg = 1 N. Als Widerstandsverhalt-
nis wird gewabhlt:
e == gaFﬂF!amﬁm = 0|981 = 200 kQ;2‘02 kQ.

an = 1/1000, damit gilt: arh = 1.

aw = 1/1000, da der Multiplizierer verlangt aw = aran. Somit
gilt auch awW = 1. Zum Multiplizierer siehe Abschnitt 2.2.1.
Firm =20g (- 2V) und h = 500 m (+ 5 V) folgt z.B. fiir
W = mgh = 98,1 J (+ 0,981 V).

Bei den Programmbeispielen des Kapitels 5.1 wird noch
einmal ausfiihrlich die Amplitudenskalierung physikalischer
GroBen gezeigt. In den anderen Programmplénen der Teile
2 bis 6 sind dagegen die Skalierungsfaktoren a meist gleich
1 gesetzt und nicht explizit erwéhnt, um die Programme
maoglichst einfach zu halten. Sie kénnen aber ohne weiteres
entsprechend dem oben beschriebenen Formalismus auf
groBere oder kleinere Rechenbereiche iibertragen werden.

1.3.3 Zeitskalierung am Integrierer

Ein Analogrechner kann nur Integrale nach der Zeit be-
rechnen. Entsprechend Abschnitt 2.1.6 erhalt man mit
Ui(t) am Eingang eines Integrierers an dessen Ausgang:

t

Uy (t)dt + Uo(0)

1
Ust)r=iz —
, RCY

Die Zeitkonstante RC wird durch die Werte der Beschal-
tungselemente gegeben.

Fiihrt man zunéchst entsprechend Abschnitt 1.3.2 eine
Amplitudenskalierung mit y = U/ und # = 10 V durch, so
erhalt man am Ausgang des Integrierers

t

Yo(t) = - il ya(t)dt + yo(0)

RCO

Wird die Zeit t ersetzt durch eine dimensionslose mathe-
matische GroBe x mit x = t/, so erscheint am Ausgang des

Integrierers:

X

a
YolX)im ——
RC 0

y1(x)dx + yo(0)

Der Skalierungsfaktor « wird héaufig so gewahit, daB der
interessierende Bereich von x einer gut darstellbaren Zeit
entspricht, z. B. 10 s fiir Registrierung der Lésung mit einem
TY-Schreiber oder 10 ms fiir Wiedergabe auf einem Oszillo-
skop.

Beispiel:
Es soll fir 0=x =1 und y; = 1 mit einem Integrierer be-
rechnet werden:

X

Yo(X) = - f yidx

0

Setzt man x = t/amit « = 10s, so ist, wenn keine zusatzliche
Amplitudenskalierung vorgenommen werden soll, die Zeit-
konstante RC = « zu wiahlen (Bild 1.3.3.1, zu Beginn der
Rechnung ist Schalter S zu 6ffnen).

Fiihrt man fiir y1 entsprechend Abschnitt 1.3.2 noch eine
Amplitudenskalierung mit a; = 1/10 durch, so wird die Zeit-
konstante kleiner (Bild 1.3.3.2). Es gilt: RC = «/10.

47 uF

b

LT uF

Yo "'l S LIWF
200K
Yo
1.3.31 1332

Soll mit einem Integrierer das Integral nach x

X

Yo(X) = b fy1(x) dx
0

berechnet werden, so muB fiir den Zeitskalierungsfaktor
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« >0 gelten und fiir die Amplitudenskalierungsfaktoren:

aopla; <0
aofa; >0

firb>0
furb<O0

Eir die erforderliche Zeitkonstante des Integrierers folgt
dann:

i 1 ai
RGS baao

Wird die Zeit t ersetzt durch eine dimensionsbehaftete
physikalische GroBe s (z.B. Weg), so ist « noch durch die
Einheit dieser GroBe zu dividieren. Soll z. B. einem Weg s =
1 m eine Zeit t = 10 s entsprechen, so ist ¢ = 10 s/m zu
wahlen.

Beispiel:
Es soll die Arbeit W als Funktion der in Richtung der Kraft F
zuriickgelegten Strecke s berechnet werden:

S

W(s) = f F(s) ds
0

Es sei F(s) = 1 N. Interessiert man sich fiir s in dem Bereich
0 =s =10 m, so kann man den Zeitskalierungsfaktor « =
1 s/m und mit S = 10 V/N und pw =10 V/J die Amplituden-
skalierungsfaktoren wahlen zu ar = = 1/10 und aw = 1/10
(Bild 1.3.3.3). Fiir die Zeitkonstante RC muB dann gelten:
RC = - aaffrlawfw = 1 s.

200 5_—"__

-F/10

w10

1.4. Justierung des Analogrechners

Die beiden Multiplizierer werden justiert ausgeliefert und
brauchen im allgemeinen vom Anwender selten oder nie
nachjustiert werden. Deshalb sind die dazu erforderlichen
Potentiometer hinter einem Abdeckblech @ dem unmittel-
baren Zugriff entzogen.

Die sieben Operationsverstarker werden vorjustiert ausge-
liefert und brauchen im allgemeinen vom Anwender selten
nachjustiert werden. Zum Driftabgleich ist je ein mit einem
Schraubenzieher erreichbares Potentiometer @ (siehe Bild
1.2.1) vorgesehen.

1.4.1 Driftabgleich eines Operationsverstérkers

Werden die Eingénge eines offenen Verstarkers lber je
einen Widerstand (z.B. 10 kQ) an Masse gelegt, so er-
scheint im allgemeinen am Ausgang nicht Null, sondern der
Verstarker ist libersteuert und zeigt hier etwa + 13 V oder
- 13V (siehe Abschnitt 2.1.1). Koppelt man das Ausgangs-
signal iiber einen Kondensator C entsprechend Bild 1.4.1
auf den invertierenden Eingang zuriick, so ladt sich ein
zunichst ladungsfreier Kondensator mehr oder weniger
schnell auf + 13 V oder — 13 V auf. Diese Drift kann durch
Betatigung des Schraubenzieher-Potentiometers @ mini-
miert werden.

Zum Driftabgleich (Bild 1.4.1) zunachst Schalter S schlie-
Ben. Der Kondensator wird entladen.

Nach Offnen des Schalters S versuchen, durch Betatigung
des Potentiometers @ das Ausgangssignal konstant in der
Nahe von Null zu halten.

1333

Bei den Programmbeispielen der Kapitel 3.2 und 3.4 wird
noch einmal ausfiihrlich eine Zeitskalierung gezeigt, und in
den Kapiteln 3.5 und 3.6 wird ebenfalls die Zeit als unab-
hangige Variable ersetzt durch eine dimensionslose mathe-
matische GroBe. In den anderen Programmplénen der Teile
2 bis 6 wird dagegen meist auf eine Zeitskalierung ver-
zichtet, um die Programme mdglichst einfach zu halten.
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Bei der so gefundenen Potentiometerstellung ist die Zeit T,
in der sich die Ausgangsspannung um 10 V &ndert, ein
MaB fiir die Giite des Driftabgleichs. Fiir C = 1 pF ist eine
Zeit von 10 Minuten und mehr erreichbar (bei C = 4,7 pF
etwa eine Stunde). Steht die Ergédnzung Steckelemente
(57604) zu Verfiigung, kann man zur Feinabstimmung
einen Kondensator C = 10 nF verwenden. Als Zeit kann
jetzt T = 10 s erreicht werden. Ersetzt man den Widerstand
Re im Bild 1.4.1 durch einen Verbindungsstecker, so wird T
etwa zehnmal kleiner. Wird jetzt erneut ein Driftabgleich
durchgefiihrt, werden die Werte fiir T wieder etwas besser.
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In den Schaltplanen der Teile 2 bis 6 wird jeweils auf einen
Widerstand Re verzichtet, um die Schaltungen einfacher
und Ubersichtlicher zu halten. Der dabei moglicherweise
auftretende Rechenfehler ist im allgemeinen vernach-
Iassigbar.

Will man die trotz Abgleich verbleibende geringe Drift
eines mit einem Kondensator rickgekoppelten Opera-
tionsverstarkers (Integrierer, siehe Abschnitt 2.1.6) auch
bei groBen Rechenzeiten vernachlassigbar halten, so ist
gegebenenfalls C auf Kosten von R zu vergroBern.

1.4.2 Abgleich der Multiplizierer

Zum Abgleich der Multiplizierer das Abdeckblech @ (siehe
Bild 1.2.1) von der Frontplatte des Analogrechners ent-
fernen. Die jetzt sichtbaren Potentiometer 1-6 (siehe
Bild 1.4.2) dienen zum Abgleich des oberen Multiplizierers
und die Potentiometer 7-10 zum Abgleich des unteren
Multiplizierers.
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Es bedeuten: Zo Ausgangsnullabgleich
Xo Eingangsnullabgleich A
Yo Eingangsnullabgleich B
Zm Multiplikationsabgleich
Zp Divisionsabgleich
Zr Abgleich fir Wurzel

Multiplikationsabgleich:

1. Eingange A und B auf Null legen und das Ausgangs-
signal mit Potentiometer Zo auf Null einstellen (Ab-
weichung < 1 mV).

2. Eingang A auf Null und Eingang B wechselweise auf
+ 10 V legen. Mit einer Stellung des Potentiometers Xo
den Ausgang maglichst fir beide Falle auf Null bringen.

3. Eingana B auf Null und Eingang A wechselweise auf
+ 10 V legen. Mit einer Stellung des Potentiometers Yo
den Ausgang maoglichst fiir beide Falle auf Null bringen.

4. Diese drei Operationen der Reihe nach ofters wieder-
holen, bis die Abweichung von Null bei Punkten 2 und 3
kleiner als 50 mV betragt.

5. Beide Eingange auf + 10 V bzw. auf — 10 V legen und
Ausgangsspannung mit Potentiometer Zy auf-10 V ein-
stellen (Abweichung 0,1 V).

Divisionsabgleich:
6. Mit Schalter den oberen Multiplizierer auf A/B stellen.

7. Eingang B mit — 10 V und Eingang A wechselweise mit
+ 10 V belegen. Mit Potentiometer Zp die Ausgangs-
spannung auf — 10 V bzw. + 10 V bringen.

Abgleich fiir Wurzel:

8. Mit Schalter den oberen Multiplizierer auf - |/ A stellen.

9. Eingang A auf + 10 V legen und mit Potentiometer Zg
die Ausgangsspannung auf = 10 V bringen.

1.5. Umristen auf NetzanschluBspannung
110V

Netzstecker ziehen.

Schrauben am Rand der Frontplatte 16sen. Gerat mit der
Frontplatte nach unten auf den Arbeitstisch legen und
Kunststoffwanne abnehmen. Transformator und Leiter-
platte 40076 504 werden sichtbar. Bild 1.5 zeigt den An-
schluB fur 220 V; die beiden Primarwicklungen des Trans-
formators liegen in Serie.

s
R p—

P
e

40076 504

15

Federstecker @ von Kontaktzunge ® l6sen und auf Kon-
taktzunge @ stecken.

Federstecker @ von Kontaktzunge @ l6sen und auf Kon-
taktzunge ® stecken. Die beiden Primarwicklungen des
Transformators liegen jetzt parallel.

Neue Netzsicherung (T 0,315 B) in Sicherungshalter ®
(siehe Bild 1.2.1) einsetzen.
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2. Grundschaltungen

Die in dieser Broschiire angegebenen Programmbeispiele
werden aufgeteilt in Grundschaltungen und Anwendungen
aus Mathematik, Regeltechnik und Physik. Sie bilden eine
kleine Auswahl der auf dem Analogrechner realisierbaren
Programme.

Im folgenden Teil 2 werden zunéchst einige einfache Be-
schaltungen eines Operationsverstérkers, der Summierer
und der Integrierer, vorgestellt. Es folgen Beispiele mit
Multiplizierern und nichtlineare Beschaltungen von Opera-
tionsverstarkern mit Dioden und zahireiche Anwendungen.
Es werden auch noch die Schaltungen einiger Generatoren
angegeben, die sich nur schlecht den Programmen der
Mathematik oder Physik zuordnen lieBen.

2.1. Grundschaltungen eines Operations-
verstarkers

Operationsverstérker (Rechenverstarker) bilden die Grund-

bausteine des Analogrechners. Im Idealfall hat ein Opera-

tionsverstarker die folgenden Eigenschaften:

@ Der Verstarkungsfaktor Vist fir alle Frequenzen unend-
lich groB.

@ Fiir alle Frequenzen betrégt die Phasenverschiebung
zwischen Eingangs- und Ausgangssignal 180°.

® Die Eingangsimpedanz ist unendlich groB.

@ Die Ausgangsimpedanz ist null.

Bei den im Analogrechner (57601) eingebauten Opera-
tionsverstirkern betragt die Verstarkung etwa - 10°, sie ist
frequenzabhéngig und bei 1 MHz etwa auf 1 abgesunken,
Der Eingangswiderstand betragt etwa 1 MQ, der Ausgangs-
widerstand einige 100 Q.

Mit einem offenen (nicht riickgekoppelten) Verstérker
(siehe Abschnitt 2.1.1) lassen sich noch keine Rechen-
operationen durchfiihren. Erst eine geeignete Riickfiihrung
des Ausgangssignales auf den Eingang ergibt ein sinn-
volles Verhalten.

2.1.1 Der offene Verstarker

Versucht man die Verstarkung des nicht riickgekoppelten
(offenen) Verstérkers zu bestimmen, so stellt man auch bei
gut abgeglichenem Operationsverstérker (vergleiche Ab-
schnitt 1.4.1) eine endliche Spannung am Eingang fest,
obwohl die Spannung am Ausgang null ist. Diese Offset-
spannung liegt in der GréBenordnung von 1 mV. Bei nur
geringfiigiger Verénderung der Spannung U. am Eingang
(typisch 20 uV) gelangt die Ausgangsspannung Uo liber
+10 V hinaus in die Sattigung.

Beispiel:
Ua | UD
+ 0,65 mV + 13V
+ 0,68 mV -13V
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Als Verstirkung V = Uo/Us erhalt man somit mehr als - 10°,
gelegentlich —10°.

Zur Erzeugung kleiner Eingangsspannungen U dient im
Schaltplan 2.1.1 ein Spannungsteiler aus einem hoch-
ohmigen Widerstand R und einem Spannungsmesser. Die
optimale Wahl von R hangt vom Innenwiderstand des ver-
wendeten MeBinstrumentes ab. Es seien zwei Beispiele
angegeben:

ServomeBwerk (53101) mit Einschub 1,5 mV (531089).
Fiir den Innenwiderstand von etwa 30 Q empfiehlt sich R =

. 200 kQ. Werden jedoch nur Spannungen bis 0,75 mV ge-

messen, kann R zu Erhdhung der Auflésung am Potentio-
meter verdoppelt werden.

Doppelmavo (44286) mit MeBbereichsschaltkasten (442
oder 442 74). Fir den Innenwiderstand von 200 Q (60 mV Be-
reich) wiirde sich R = 33 kQ empfehlen. Da jedoch im allg

meinen die zu messende Spannung kleiner als 2 mV ist, sollt

zu Erhohung der Aufldsung R = 1 MQ oder noch groBer ge:
wahit werden. Da nur der MeBbereich von 60 mV zur V
fligung steht, kann zwar die Offsetspannung nachgewies
werden aber nicht mehr die geringfiigige Anderung der Ei
gangsspannung, die zur Anderung der Ausgangsspannung
iber den ganzen Aussteuerbereich fiihrt.

2.1.2 Multiplikation einer Variablen mit einer Konstant :
Fiir die im Schaltplan 2.1.2 angegebenen Stréme /4, lo und
gilt:

,1 + ,0 = Fa
mit 1 = —~—-U1‘;1U3, lo = —‘—UO}; Ue S =-gi_
] e

Vernachlassigt man U. gegen Ui, Uo (was bei nicht Ub
steuertem Verstarker wegen V = —ee maglich ist) und I geg
I, lo (wegen Re = =) erhélt man:

h+lb=0
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Mit I} = R, und lp = Ro folgt:

Ro
=10
Uo R, 1

Die im allgemeinen zeitabhangige Spannung U; wird mit der
Konstanten ¢ = Ro/R1 und mit —1 multipliziert.

Beispiele:
U, Ry Ro Uo
+5V 100 kQ 200 kQ =1V
+ 5V 100 kQ 100 kQ =5
+ 5V 100 kQ 20 kQ e ]
-4V 20 kQ 50 kQ L 06

Im Bild 2.1.2 ist neben dem Schaltplan auch das Symbol
eines zur Multiplikation mit einer Konstanten beschalteten
Operationsverstarkers angegeben.

2.1.3 Fehlerabschatzungen

Berechnet man in Abschnitt 2.1.2 den Zusammenhang
von Ug und U; ohne Vernachlassigung von U. und /e, S0 er-
halt man:

1 (Ro  Ro ) =l
U°[1 V(e+R1+1] R

mit V = Uo/U.. Es muB also gelten:

L o)
\V(H9+R1-+1 <1

Soll der Fehler durch Vernachlidssigung dieses Ausdrucks
kleiner als 1%o0 sein, so miissen bei der endlichen Verstar-
kung von V = —10° folgende Bedingungen gelten:

Ro Ro
R. <100 und R < 100

Die erste Bedingung ist leicht zu erfiillen, da R. = 1 MQ. Die
2weite Bedingung sagt aus, daB wegen der nur endlichen
Verstarkung V des offenen Verstéarkers die Verstarkung des

beschalteten Operationsverstarkers nicht wesentlich gro-
Ber als 100 gewahlt werden darf (vergleiche zur Grenz-
frequenz den Abschnitt 2.1.4). Mit den als Schaltelemente
zur Verfugung stehenden Widerstanden von 2 kQ bis 200
kQ wird der Faktor 100 nicht iiberschritten.

Eine weitere Fehlerquelle ist der gelegentlich nicht ver-
nachlassigbare Offset (vergleiche Abschnitt 2.1.1). Die
Spannung U; = — UoR1/Ro muB wesentlich gréBer als die
Offsetspannung (1 mV) und der Strom lo = Ua/Ro muB we-
sentlich groBer als der Offsetstrom (200 nA) sein. Mit den
gegebenen Widerstandswerten von 2 kQ bis 200 kQ bleibt
der Fehler als Folge des Offsets kleiner als 1%.

Bei langsam ablaufenden Integrationen kénnen als Folge
eines nicht verschwindenden Offsets gréBere Fehler auf-
treten. Berechnet man in Abschnitt 2.1.6 den Zusammen-
hang von Ug und U; ohne Vernachlassigung von Ue und /e,
so erhalt man:

t
Uo(t) = Uo(0) - = f (Us - Rile - Ug)dt
RiCo s

Solange | U1 | > | Rile + U. | erfiillt ist, d. h. solange Uo(t) sich
rasch dndert, passiert nicht viel. Fiir U; = 0 jedoch tritt ein
mit der Zeit zunehmender Fehler auf; Uo(t) bleibt nicht kon-
stant. Dabei ist der Fehler durch U. = Uo/V vernachlassigbar
(in 1000 s wiirde sich Up erst um 1% &andern) gegen den
durch Rile verursachten Fehler. Mit einem Offsetstrom von
z.B. 200 nA und mit Ry = 200 kQ gilt R1l. = 40 mV, d.h. die
Ausgangsspannung Up des Integrierers andert sich (mit
Co = 4,7 pF) bereits nach 2,4 s um 0,1 V (1%). Bei gut abge-
glichenem Operationsverstérker (siehe Abschnitt 1.4.1) ist
eine etwa zehnmal langere Zeit erreichbar.

Fir | Ui/R1 | < loset Sind also Integrationen iiber langere
Zeit (einige Zeitkonstanten R1Co) méglichst zu vermeiden.

2.1.4 Bestimmung der Grenzfrequenz

Als Quelle einer sinusférmigen Spannung variabler Fre-
quenz dient im Schaltplan 2.1.4 ein RC-Oszillator (587 00),
dabei darf den Eingdngen der Operationsverstarker keine
Spannung tiber =15 V zugefiihrt werden. Es wird die maxi-
male Frequenz f; bestimmt, bei der Uo um wenigerals — 3 dB
(= 30%) vom Sollwert = U1Ro/R; abweicht.
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Beispiele:
U, ‘ R4 ‘ Ro | fq
0,02 Vss 1 kQ 1 MQ 0,6 kHz
0,2 Vss 2 kQ 200 kQ 6 kHz
0,5 Vss 5 kQ 200 kQ 13,5 kHz

Die in den Datenbiichern oft angegebene Beziehung
fg ~ R1/Ro ist nur nédherungsweise erfiilit.

2.1.5 Summation zweier Variablen

Der Zusammenhang zwischen Uo und U, in Abschnitt 2.1.2
wird bestimmt durch lo = — /1. Filhrt man dem Eingang auBer
I noch einen zweiten Strom /I, zu, so gilt entsprechend:

lo=~=( +12)

Fiir die Spannungen folgt:

U=~ (Ui +5U2

Ro Ro )
R, R2

Die beiden Variablen U; und U, kdnnen also zunéachst mit
unterschiedlichen Faktoren ¢1 = Ro/R1 und ¢z = Ro/R> multi-
pliziert und dann addiert werden. Im Bild 2.1.5 ist neben
dem Schaltplan auch das Symbol fiir einen als Summierer
beschalteten Operationsverstarker angegeben.

+ =1

U Cy
e
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Beispiele:

U1‘Uz|R1|Hz|Ro|U0

+ 3V | +4V |100kQ | 100kQ [ 100kQ | =7V
+10V | -5V |100kQ | 100kQ | 100kQ | =5V
+10V | -5V |200kQ | 50kQ | 100kQ | +5V
=N PN 10kQ | 20kQ | 10kQ | +8V

Eine Erweiterung auf 3 oder mehr Variable ist ohne weit:
res moglich.

2.1.6 Integration einer Variablen
Mit den gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt 2.1
gilt wieder:

lo=-1h

mit /1 = U:/Ry. Der Zusammenhang von lo und Uo wird @
geben durch die Ladung Q = ColUo auf dem Kondensat
mit der Kapazitat Co:

t

aw) = f lodt + Q(0)
0

Uolt) =5 f lodit + Uo(0)
ORI ¢

Uo(t) = - 01—0 f ldt + Uo(0)
0

t

Uo(t) = -ﬁ:?o fU1dI + Uo(0)
0

Man erhélt das Integral von U; nach der Zeit mit einer
Faktor — k = - 1/R;Co multipliziert als Ergebnis. Uber di
Vorgabe des Anfangswertes Uo(0) ist im Schaltbild 2.1
noch keine Aussage gemacht, siehe dazu Abschnitt 2.1.

Bei einer positiven Spannung U; wird Uo negativ. Wahlt m
jetzt eine kieine negative Spannung U;, so wichst
gleichméBig an von etwa =13 V bis +13 V. Die Zeit, in
sich Up um den Betrag von U, d@ndert, nennt man Zeitk:
stante. Sie wird gegeben durch R1Co. Mit R1 = 200 kQ u
Co=4,7 yF giltungefahr: RiCo=1sundk=1s"".

Wird die Zeit t als unabhangige Variable ersetzt durch ei
dimensionslose mathematische GroBe (z.B. x = t/a 0

; Uplt)
U-| ’ ‘ka1dt+U0“0]
tﬂ
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werden die Spannungen U als abhéngige Veranderliche
ersetzt durch dimensionslose mathematische GroBen
(z.B. y = UIp,) oder dimensionsbehaftete physikalische
GroBen (z.B. Geschwindigkeit v = U/, oder Beschleuni-
gung a = U/f.) so l1aBt sich fir das Ausgangssignal des
Integrierers schreiben:

X
Uo(x) = -c f U1 (x)dx + Uo(0) mit ¢ = ke
0
X
oder yo(x) =-c fyw(x)dx + yo(0) mit ¢ = ke
0
e
oder yo(t) =-k f y1(t)dt + yo(0)
0
t
oder vo(f) =-¢ fa(t)dt + vo(0) mit ¢ = kf./py
0
=-cv(t) (siehe z.B. Abschnitt 5.1.5)

Die Konstante c ist in diesen Beispielen dimensionslos (Zur
Amplituden- und Zeitskalierung vergleiche auch Abschnitte
1.3.2 und 1.3.3).

2.1.7 Integration mit definierter Anfangsbedingung

Vor Beginn der Integration muB der Wert von Uo(0) vorgeb-
bar sein. Dies wird im Schaltplan 2.1.7 erreicht durch eine
zuséatzliche Beschaltung des Operationsverstarkers mit
zwei Widerstdnden wie zur Multiplikation mit einer Kon-
stanten (siehe Abschnitt 2.1.2).

Ist Schalter S gedffnet und Schalter S, geschlossen, so
liegt nach kurzer Zeit (nach einigen Zeitkonstanten R,Co)
am Ausgang des Verstérkers das Potential Uy(0), dessen
negativer Wert mit einem Potentiometer vorgegeben wird.
Nach Offnen des Schalters S; bleibt Us(0) nur wenige Zeit
erhalten (zum Fehler durch verbleibenden Offsetstrom
siehe Abschnitt 2.1.3), deshalb bald mit SchlieBen von
Schalter S; die Integration beginnen. Sie wird wieder be-
endet beim Offnen von Schalter S;.

Beispiele:

() e B [ Co | U0 | Uo(10 s)
+1V | 200kQ | 47 pF oV | -106V
-2V | 200kQ | 47pF -10V [+ 112V
-1V | 200kQ | 94pF -10V |- a7V

Uplt)

Uplty)

t
U, ’ ~k [U,dt + Uyfty)
fﬂ

—

<|&Z —=
S

w0 |~

2171

Bild 2.1.7.1 zeigt als Beispiel den Verlauf von Uo(t) mit
RiCo = 1s, U ==1Vund Uo(0) = - 5,5V, wenn Schalter S;
geodffnetistfirt=1sbist=9,5sundt=11,5sbist=14s.

Ein Anfangswert Uo(0) = O |48t sich auch erreichen durch

SchlieBen eines Schalters parallel zu Co (z.B. Schalter S,
in Schaltplan 2.1.8).

2.1.8 Differentiation einer Variablen
Mit den Voraussetzungen des Abschnitts 2.1.2 gilt wieder:

lo==1

mit lo = Uo/Ro. Der Zusammenhang von /; und U; wird ge-
geben durch die zeitliche Anderung der Ladung Q = U;C;

21




des Kondensators Ci:

dQ dU,

b gre T ihap

Uo’—’oRo — 1‘1Ho

uo(r)=—Roc1d—d?
s TR B
|t
2
U,
i
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Im linken Teil des Schaltplans 2.1.8 kann (entsprechend
Abschnitt 2.1.7) eine sich mit der Zeit gleichmaBig ver-
andernde Spannung U; erzeugt werden. Ist Schalter S,
gedffnet und Schalter S, geschlossen, wird U; = 0 gesetzt.
Wird S nun gedffnet, bleibt U; = 0 und damit Uo = 0. Mit
SchlieBen von Schalter S; steigt oder fallt Ui(t) gleich-
maBig, je nach dem ob Uz negativ oder positiv ist. Die Aus-
gangsspannung Uo zeigt den mit — RoCs multiplizierten
Differentialquotienten von U,. Wird Schalter S, wieder ge-
dffnet, bleibt U; konstant und damit gilt wieder Uo = O.

Beispiele:
Uz U, l Ci Ro Uo
+1 V | -t106s'V | 47uF |200kQ | +1 V
+1 V | -t1,06s'V | 47F |100kQ | + 05V
+1 V | -t106s'V | 94pF [400kQ | +4 V
-05V | +t053s'V | 94 puF [400kQ [ -2 V .

Probleme treten auf, wenn neben langsamen auch sehr
schnelle Anderungen von U, auftreten. Dadurch kann ein-
mal sehrrasch| Us | > 10V, d. h. der Verstarker tibersteuert
werden und zum anderen wird der Strom /1 begrenzt durch
einen endlichen Widerstand zum Laden von C; entweder
im Ausgang des vorausgehenden Verstarkers oder als
Quellwiderstand von U; (vergleiche Abschnitt 2.1.9). Dar-
iiberhinaus werden alle Storungen, die ein kurzzeitiges Ver-
andern von U; zur Folge haben, groBe Anderungen bei Uo
verursachen; Stérungen werden verstérkt. Deshalb wird
bei der Realisierung von Rechenprogrammen nach Mog-
lichkeit auf Differenzierer verzichtet und dafiir mit Inte-
grierern gearbeitet. Hier werden kurzzeitige Schwankungen
von U; abgeschwécht an U, weitergegeben.

2.1.9 Differentiation mit Verzégerung

Bezieht man einen endlichen Widerstand R;, iber den der
Ladestrom fiir C: flieBen muB, in die Uberlegungen mit ein,
erhalt man eine Differentiation mit Verzogerung. Es gilt:

dU; _dUi -U9 , dUc _ . dh

+ — = 'y —
dt dt T e e h
Mith ==-lp=- Uo/Ro fo!gt:
dUy _ _Ridlo __1_,
R e RO
2 dus _ dUo
Uo(t) = = RoCH T R1Cy dt
==l -
| = 5
{ Fo |
#
Uy
V
=5
U,
2 0 5 10
s - 2.

Bei Vernachlassigung des Innenwiderstandes (2,3 kQ) d
Potentiometers gegen R: kann man im Schaltplan 2.1.9
Eingangsspannung Us als Sprungfunktion vorgeben. D
wird zunéchst Schalter S geéffnet und es gilt U, = 0.
SchlieBen des Schalters zur Zeit to tritt der Sprung fur
ein und fiir Up folgt:

Us) =0 flrt<to

Uo(t) = — Us %ge = (t-tg/R1Cn firt > to
1

Der Maximalwert fiir Uo tritt im ersten Moment auf und wi
bestimmt wie bei der Multiplikation mit einer Konstant
(sieche Abschnitt 2.1.2) durch das Widerstandsverhal
Ro/R:. Die Zeitkonstante fiir die abklingende e-Funktio
wird durch R1C; gegeben.

Bild 2.1.9.1 zeigt als Beispiel den Verlauf von Uo(t)
Ro = Ry = 200 kQ, Cy = 4,7 pF und U; = 5 V fiir die Zeit v
t=1sbist=6s.

2.2. Grundschaltungen mit Multiplizierer

Im Analogrechner (57601) sind zwei Multiplizierer ein
baut, einer davon ist umschaltbar fiir Multiplikation, D
sion und Bildung der Quadratwurzel.

Im Abschnitt 2.1.2 kann zwar eine Variable mit einer K:
stanten multipliziert werden, fiir die Multiplikation zwi
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Variablen oder fiir die Quadrierung einer Variablen benatigt
man jedoch nichtlineare Elemente. In Abschnitt 2.5.3 wird
gezeigt, daB man mit Hilfe einiger Dioden mindestens in
einem kleinen Bereich einen quadratischen Zusammen-
hang zwischen einem Ausgangs- und einem Eingangs-
signal erzeugen kann. Mit Hilfe von zwei Quadrierern und
einigen Operationsverstarkern 148t sich dann ein soge-
nannter Parabelmultiplizierer auch diskret aufbauen (siehe
dazu Abschnitt 2.2.7).

2.2.1 Multiplikation zweier Variablen
Mit den beiden Eingangsspannungen U; und U, gilt fiir die
Ausgangsspannung Uo des Multiplizierers:
1

UO = 10 V U‘; Uz
Es erweist sich oft als giinstiger, wenn man von der An-
gabe der Spannungen in Volt wegkommt und dafiir die
Ein- und Ausgangssignale, die Werte, in Maschinenein-
heiten angibt (zur Amplitudenskalierung siehe Abschnitt
1.3.2). Der Wert 1 entspricht dabei 10 V.

Betrachtet man nicht mehr die Spannungen U;, Us, Uo, son-
dern arbeitet mit den Werten xi, x», Yy, so gilt:

Y= Xy X

Mit—1£:<1§+1und-1§x:§+1folgl—1§y§+1.

Beispiele:

Uy | U, | Uo X1 | X2 l y
+10V|+10V |+ 10V = sl 1
5 V| =BV =3V, +05 | -06 | —03
= 2V S0V R 21V =025 |l{ee=isd + 0,2
= 5V|+ 8V|- 4V -05 | +08 | =04

Potenzierung einer Variablen, y = x?
spiele;

x|y

,Feh!er X | y

’ Fehler

1 0,99
08 |063

08 | 0,355
04 |0155

1 % 0,2
1 % 0 0,001
0,5% =05 [ 0,26
0,5% =i 1,01

0,035 | 0,5%

0,1%
1 %

y Uber x aufgetragen wird, erhalt man eine Parabel.

Diese 148t sich auch mit einem XY-Schreiber oder TY-
Schreiber (57560, siehe Abschnitt 6.1.1) aufzeichnen. In
Bild 2.2.3.1 sind die Funktioneny = x2 y = x®und y = x*
aufgetragen.

7 |

222 2.2:3

223 Potenzierung einer Variablen, y = x°

Beispiele:
X | y | Fehler X | y | Fehler
1 0,98 2 % 0,2 0,08
0,8 0,5 1 % 0 0,002 | 0,2%
0,6 0,22 0,5% =05 [-012 | 0,5%
0,4 0,06 0,4% =1 =:1,02 2 %

2.2.4 Potenzierung einer Variablen, y = x*
Beispiele:

X | y
1 0,97
0,8 0,405
0,6 0125
0,4 0,020

]Fehler X I y

3 % 0,2 | 0,000
0,5% 0 0,000
0,5% - 05 [ 0,065
0,5% =4 1,02

| Fehler
0,2%

0,3%
2 %




x
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2.2.5 Bildung der Quadratwurzel,y = -/ x, x>0

Der obere der beiden Multiplizierer im Analogrechner
(576 01) I4Bt sich umschalten auf die Funktiony = -1/ x mit
x > 0. Bei negativem x liegt hier y zwischen 0 und - 0,01.

Beispiele:
X | y | Fehler X l y | Fehler
1 - 1,00 0,1 - 0,31 | 0,6%
08 |—-089 | 05% 005 | -021| 15%
04 |-063| 02% 002 |-013| 1 %
02 |[—-044| 03% 0 =001 1%

2.2.6 Bildung des Quotienten,y = Z/N, N<0
Der obere der beiden Multiplizierer 148t sich umschalten
auf die Funktion y = Z/N mit N <0.

Beispiele:
7 N y Fehler
+1 -1 -1,00
+07 -08 - 0,86 1,5%
0 —i 4 - 0,001 0,1%
- 05 =3 + 0,49 1 %
-02 == + 0,195 0,5%
—0,2 -0,6 + 0,32 1,5%
-02 - 04 + 0,46 4 %
-02 =02 + 0,85 15 %
+
7 N
226 g

Bei kleinem Nenner wird der Fehler sehr groB. Bild 2.2.6.1
zeigt y als Funktion von Z mit N als Parameter. Die ge-
strichelte Linie zeigt y = Z/N mit Z = N. Wenn keine Fehler

auftreten, miiBte hier y = 1 sein.

e

0 |
: |
-05 x
=4 -05 0 05
2.261 <o

2.2.7 Aufbau eines Multiplizierers aus zwei Quadrie
Mit Kenntnis der Beziehung:
K= X2)2
2

I4Bt sich ein Multiplizierer auch aus zwei Quadrierern u
einigen Operationsverstarkern aufbauen. Im Abschnitt 2.
wird gezeigt, daB man mit Hilfe einiger Dioden mindesten:
in einem kleinen Bereich einen quadratischen Zusammen:
hang zwischen einem Ausgangs- und einem Eingangs
signal erzeugen kann. Sogenannte Parabelmultiplizie

bestehen aus Diodennetzwerken und Operationsverstarke

e (x1+>(2)2_
y =Xy X2 = 2

//
0 |
Z i
o5k 2 s
-0.5 0 _0.5 1
2271 i o
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Bild 2.2.7.1 zeigt y als Funktion von x; mit x» als Parameter.
Trotz der umfangreichen Schaltung bleibt auch hier der
Fehler oft unter 2%.

2.3. Schaltungen mit Multiplizierer und
offenem Verstéarker

Die Abschnitte 2.1.2 bis 2.1.9 zeigen Beschaltungsbei-
spiele eines Operationsverstarkers mit diskreten linearen
Elementen (Widerstand, Kondensator) zur Riickfiihrung
des Ausgangssignals auf den Eingang. Diese Riickkopplung
kann im allgemeinen auch aus einem ganzen Netzwerk
linearer und nichtlinearer Elemente bestehen.

In den folgenden Abschnitten 2.3.1 bis 2.3.5 werden Bei-
spiele mit einem oder mehreren Multiplizierern und nach-
folgendem Widerstand in der Riickfiihrung eines Opera-
tionsverstarkers gegeben. Riickkopplungen mit Dioden
oder Diodennetzwerken zeigen die Abschnitte 2.4.1 bis
249.

2.3.1 Bildung der Quadratwurzel,y =}/ - x, x<0
Fur das Ausgangssignal y des Verstérkers gilt, solange
dieser nicht lbersteuert, d. h. solange |y | = 1 ist:
y =V (x+vy?, x<0
Wegen | V| = 10° folgt ndherungsweise:
x+y>=0

y=+1-x x<0

y =VIx+y2)

231

Die Diode (mit DurchlaBspannung Up) begrenzt negative
Ausgangswerte y auf y=yp mit yp = - Up/10 V (etwa
—0,06). Damit ist die oben angegebene Lésung stabil fiir
alle x < — yp® Nur in dem kleinen Intervall - yp? < x <0
gibt es zwei stabile Lésungen: y = + /= x und y = yp. Fiir
x = 0 gilt ebenfalls y = yp.

2.3.2 Bildung der Kubikwurzel, y= ay -X
Fiir das Ausgangssignal y des Verstarkers gilt, solange
dieser nicht iibersteuert, d.h. |y | = 1 ist:

y=Vx+y)

+

= ' y =V(x+y3)




Wegen | V| = 10° folgt ndherungsweise:

x+y*=0, y=7-x

Diese Lésung ist stabil, da eine kleine Anderung von y und X > 10k
damit von y® wieder eine gegensinnige Veranderung von y
hervorruft. Bild 2.3.4.1 zeigt neben anderen auch die Funk- o
tiony =y -x. \/ < ' y=Vix+yd
: K 10 k
y
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2.3.3 Bildung der Funktion y ==}/ x>, x>0
Fiir das Ausgangssignal y des Verstérkers gilt, solange
dieser nicht libersteuert, d.h. |y | = 1 ist:
y=Vx+(y 1=yl
y =M+ YV EY
Wegen |V | = 10° folgt ndherungsweise:
x+tyy-y=0, y<0,x>0
y=- ?/ xz, x>0 .
Fiir negative x begrenzt die Diode den Ausgangswert auf 0.5 ;\‘-___'
etwa + 0,06. Wi
. T ‘\‘.
y \
2.3.4 Bildung der 4. Wurzel, y = i/ -Xx<0 0 -
Fiir das Ausgangssignal y des Verstarkers gilt, solange L%
dieser nicht iibersteuert, d.h. |y | =1 ist: N
\ 7
\ ~
y=Vx+y?, x<0 N
\ N
Wegen | V| = 10° folgt ndherungsweise: e 5 g
; 3{_—,(\‘ ~
x+y*=0, y=+y=x  x<0 —
-1 -05 0 05
Die Diode begrenzt wie in Abschnitt 2.3.1 negative Aus- Sl
gangswerte y auf y > yo (etwa 0,06). Damit ist die oben | 2341
angegebene Losung stabil fiir alle x < - yp*. Nur in dem
auBerst kleinen Intervall - yp < x <0 gibt es zwei stabile
Losungeny = + ’[/ - x und y = yp. Fiir x = 0 gilt y = yp. Bild
2.3.4.1 zeigt die Losungen der Abschnitte 2.3.1 bis 2.3.4.
J""1_‘I
—_J
y=Vix+y/y)
10 k =Y,
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2.3.5 Bildung des Quotienten,y =— Z/N, N >0
Fir das Ausgangssignal y des Verstérkers gilt, solange
dieser nicht libersteuert, d.h. |y | = 1 ist:

y=V(EZ+Ny)

Wegen | V| = 10° folgt naherungsweise:

Z+ Ny =0, y=—-§—. N>0

10 k

= y=V(Z+Ny)
>< 0k

B
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Fir N <0 ist y nicht stabil, da eine kleine Anderungvony

und damit von Ny eine groBe weitere gleichartige Anderung
von y hervorruft.

2.4. Grundschaltungen mit Dioden in der
Riickfiihrung

Mit einer oder mehreren Dioden in der Riickfiihrung eines
Operationsverstarkers kann man das Ausgangssignal ein-
oder beidseitig auf vorgebbare Werte begrenzen.

2.4.1 Ventilfunktion
Der Widerstand in der Riickfiihrung hadngt von der Polaritat
der Ausgangsspannung Up und damit der Eingangsspan-
fung U; ab. Bild 2.4.1.1 zeigt die Ausgangsspannung Uo
@&ls Funktion von U,.

Fur U; <0 gilt Uo>0; die Diode sperrt und Uo = -Us.

Fur U, >0 gilt Up<O0; die Diode ist niederohmig und
= — Up (DurchlaBspannung Up = 0,6 V).

5 f =
e )
V =
0 , _
= | =St st UD
-5 U 0
2.411 % 2.4

2.4.2 Ventilfunktion mit verbessertem Sperrverhalten
Zur Verbesserung des Sperrverhaltens der in Abschnitt
2.4.1 angegebenen Ventilfunktion folgt dem Ausgang des
Operationsverstarkers eine weitere Diodenstrecke (D3),
bevor dann das so erhaltene Ausgangssignal Uk wieder
iiber den Widerstand riickgekoppelt wird.

Fir U; > 0, d. h. Uo < 0, sperrt die Diode D, und fiir Uk folgt:
Uk = 0.

Fir U: <0 wird von Uo >0 zwar die DurchlaBspannung
Ubz2 abgezogen, d.h. Ux = Uy — Upy, aber fiir Uy gilt auch
Uo = — U; + Up2 und somit folgt: Ux = — U;.

5 [P + D,
T | 10k
i Ui
Uk
Ve =
0 Uk Uo
10 k D;
i 0 4
SCr i
2620 252

2.4.3 Bildung des Absolutwertes

Der Schaltplan besteht aus zwei Teilen. Am linken Opera-
tionsverstérker wird entsprechend Abschnitt 2.4.2 eine
Ventilfunktion gebildet mit:

yk =0 flirx<0 und yk = -xfiirx>0

{10%
+
10k
0k
X
. y=Ix|
0K
A
{5k
2163 Yk




Am rechten Operationsverstarker entsteht die Summe:
y =-(2yx + x)
dhy=-xfirx<Oundy=xfilirx >0

Somit gilt: y(x) = | x|

2.4.4 Sprungfunktion

Die Ausgangsspannung Up wird nicht nur wie in Abschnitt
2.4.1 einseitig sondern jetzt beidseitig durch die DurchlaB-
spannung einer Diodenstrecke begrenzt:

-Up=Upg=+ Up
Die sich durch eine Anderung von U; ergebende Sprung-

funktion Uo(U,) zeigt Kurve a in Bild 2.4.4. Die Sprunghdhe
betragt etwa 2 Ubp.

5 B
T i 10 k
U

L o I
Vo Tboass = ==lliy [

0 a

b_—_—_-:: Uy

T

2441 Vv 2.4.4

2.4.5 Sprungfunktion mit variabler Sprunghdhe

Je nach Stellung des Potentiometers kann Up ein mehr-
faches der DurchlaBspannung Up erreichen. Der Innen-
widerstand des Potentiometers ist jedoch nicht vernach-
lassigbar, was Kurve c in Bild 2.4.4.1 fur R, = 10 kQ zeigt
(Potentiometer fiir Uy steht auf der Mitte). Bei VergroBe-
rung von Ry auf 100 kQ erhélt man Kurve b.

IR}
 SSLAS K

Uy
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2.4.6 Geknickte Kennlinie mit Begrenzung

Fiigt man im Schaltplan 2.4.4 noch einen Widerstand
parallel zu den beiden Dioden ein, so erhalt man einen
Sprung mit endlicher Steigung, die durch das Widerstands-

verhiltnis -Ro/R; gegeben wird. Bild 2.4.6.1 zeigt ei
solche geknickte Kennlinie mit Begrenzung fiir Ro = Ry
10 kQ.

005 EE
T 0=
y | 2
-0.05 L
-0.05 0 0.05 Y
2461 R 246

2.4.7 Geknickte Kennlinie ohne Begrenzung

Niitzt man den in Abschnitt 2.4.5 aufgetretenen Effe
einer endlichen Steigung der rechts und links vom Spru
liegenden Enden als Folge des nicht vernachlassigbar
Widerstandes in der durch die Dioden gegebenen Ri

fiihrung aus, kann man mit Schaltplan 2.4.7 eine geknic!

Kennlinie ohne Begrenzung erhalten.

Die Steigung im Sprung wird wie im Abschnitt 2.4.6 g
geben durch:

Die Steigung rechts vom Sprung (x positiv) wird gege
durch:

dn

dx R: \Ro + Rs
Die Steigung links vom Sprung (x negativ) wird gegeb
durch:
dy _ _Ro (_Efz_)
dx Ri \Ro + R:
0.05 )
Po
y —_—
P—
-0.05 =
-0.05 0 0.05 y
2471 5 g 24,

Im Bild 2.4.7.1 ist eine geknickte Kennlinie ohne Beg
zung wiedergegeben fiir Ro = Ry = 20 kQ, R2 = 10 kQ uné
Rz = 2 kQ.
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2.4.8 Komparator

248

LaBt man beim Summierer des Abschnitts 2.1.2 den Wider-
stand Ro als Riickfilhrung weg, so erhalt man beim Null-
durchgang der Summe der Eingangsspannungen U, U
eine plétzliche, groBe Anderung der Ausgangsspannung
Uo. Soll aber z. B. nur dann eine Reaktion ausgeldst werden,
wenn U; + U2 <0 wird, so kann man eine Diode (mit Durch-
laBspannung Up) anstelle des Widerstandes in der Riick-
fihrung des Summierers verwenden. Man erhélt:

fur Uy + U2>0
furU; + U.<0

Uo = = Up,
Uo=+ 13V,

Mit dem Ausgangssignal Up 4Bt sich ein Relais (z. B. 574 42)
oder auch der programmierbare Schalter (57607) an-
steuern und so z. B. der Programmablauf beenden.

2.4.9 2-Punkt-Schalter
Der linke Teil der Schaltung besteht aus einem Komparator
mit:

yo = — Up/10 V = — 0,06 firxs +x2+y>0

Yo =3 firxs +x2+y<o0
Im rechten Teil der Schaltung wird y = - 0,5 yo gebildet.
Die Gesamtschaltung hat zwei in gewissen Bereichen
stabile Losungen fiir y. Es gilt:

y =+ 0,03 firxs + x2> 0,65

y = - 0,65 fir x1 + x2 < — 0,03
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Dazwischen sind beide Lésungen mdoglich. Beginnt man
mit X1 + X2 < - 0,03 und erhoht x;, so bleibt man in der
Losung y = - 0,65. Beginnt an bei x; + x> > 0,65 und ver-
ringert x, so bleibt man in der Lésung y = 0,03.

| f [ |
| |
: ’ !
0 i f |
| | i |
| I |
1 i Ri=|120kQ| [10kQ .
— e o
Yo ‘ I ‘
! |
e : |
‘ X=03 | I |
S 1 |
-05 0 05
2491 il

Bild 2.4.9.1 zeigt y als Funktion von x; fir x, = 0,3. Mit der
Wahl von R; kann der Abstand der beiden Schaltpunkte
(z.B. 0,68 fiir R1 = 10 kQ oder 0,34 fiir Ry = 20 kQ) und mit
der Wahl von x; der untere Schaltpunkt von x; (z.B. - 0,33
fiirxz = 0,3 oder - 0,7 fiir x. = 0,67) variiert werden.

2.5. Grundschaltungen mit Dioden in der
Zufiihrung

2.5.1 Kennlinie einer Diode
Mit den Voraussetzungen des Abschnitts 2.1.2 gilt:

fo =i 1'1
mit lo = Uo/Ro. Der Zusammenhang von /; und U; wird durch
die Kennlinie /1(U1) der Diode gegeben. Es folgt:
Uo = = Rol1(Uh)

Somit gibt die Ausgangsspannung Uop liber der Eingangs-
spannung U, aufgetragen ein Bild der Kennlinie der ver-
wendeten Diode. Kurve ain Bild 2.5.2.1 zeigt Up als Funktion
von U; mit Ro = 5 kQ. )

Die Spannung U; muB mit einem MeBinstrument bestimmt

werden, da die Diode in Durchgang das Potentiometer zu
stark belastet.
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zu U, wird eine Spannung von 0,03 V addiert). Kurve d in
Bild 2.5.2.1 zeigt das Ergebnis. Wir haben jetzt einen qua-

dratischen Verlauf fiir 0 < U; <0,5 V (und es gilt hier Ug =
- 1,82 U:?).

f‘.—"'

U,

T
10 K ! SZ
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100 K
25V

2.5.2 Kennlinie einer Diode mit begrenzter Steigung
Der Widerstand R; begrenzt den exponentiellen Anstieg
der Diodenkennlinie. Die maximale Steigung wird durch

Ro/R: gegeben. Kurve b in Bild 2.5.2.1 zeigt Uo als Funktion
von U; mit Ry = 5 kQ und Ro = 5 kQ.

™ 253
l ] = = Durch Verwendung weiterer Diodenstrecken lieBe si
VO |‘\ ‘_\.\ der Giiltigkeitsbereich der quadratischen Kennlinie weiter
| \ \ N vergroBern. Man hat also einen Quadrierer zur Verfugung,
) e s e ¥ \ e um gemaB Abschnitt 2.2.7 einen Parabelmultiplizierer auf-
'= \ bauen zu kénnen.
2 \ "\
] .
(BEY
07D s e : -
025 U 05 0.75 2.5.4 Tote Zone
2521 Ve 161
\ | o M5
| | |
iz | :
2.5.3 Erzeugung einer quadratischen Kennlinie durch y \K
- vorgespannte Dioden | ; i |
Die Kurve b in Bild 2.5.2.1 (Kennlinie einer Diode mit be- =0 —o1 0 e s a1 o y
grenzter Steigung) hat niherungsweise einen quadrati- L e R g
schen Verlauf fiir 0,25 V < U; < 0,5 V. Durch geeigneie 25.41

Addition solcher Teilstiicke 148t sich auch iber einen i
groBeren Bereich ein quadratischer Zusammenhang zwi- Aus den addierten Kennlinien zweier entgegengesetzt ge
schen Eingangs- und Ausgangsspannung erreichen. Dazu schalteter Dioden mit Begrenzung (siehe Abschnitt 2.5.2
wird zunichst eine geeignete Spannung (hier 0,25 V) zu entsteht eine tote Zone, deren Breite von der Wahl ¢
U, addiert, bevor man auf die Diode geht, damit die quadra- ~ Widersténde etwas abhangt. Hier gilt:

tische Kennlinie im Ursprung beginnt (Kurve c¢ in Bild

2.5.2.1). Wir haben jetzt einen quadratischen Verlauf fir

2.9

y = — x — 0,06, fir x <- 0,06
0< U, <0,25V (es gilt hier z.B. Uo = - 1,82 U+?).
y =0, fiir | x | < + 0,06
Uber die zweite Diodenstrecke wird zu der Ausgangs-
spannung Uo noch ein zweiter quadratischer Anfang einer y = = x + 0,06, fir x >+ 0,06
Diodenkennlinie mit Begrenzung addiert (hier noch einmal

Kurve c aus Bild 2.5.2.1, jedoch um 0,22 V verschoben,d.h.  An den Knickstellen treten etwas groBere Fehler (2%) ai
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2.5.5 Tote Zone mit variabler Breite

Mit den Potentiometern vor den Diodenstrecken lassen
sich die Knickpunkte wéahlen und mit den Widerstanden
vor dem letzten Operationsverstarker die Steigungen
auBerhalb der toten Zone. Bild 2.5.5.1 zeigt das Ausgangs-
signal y als Funktion des Eingangssignals x fiir Ry = 5 kQ,
Rz = 2 kQ und den im Schaltplan 2.5.5 als Beispiel ange-
gebenen Teilerverhdltnissen am Potentiometer. (Bei der
Berechnung der Steigung auBerhalb der toten Zone durch
das Widerstandsverhaltnis am letzten Operationsverstéar-
ker muB das Teilerverhéltnis der Potentiometer mit beriick-
sichtigt werden.)

2.5.6 Getriebelose
Mit dem mittleren Operationsverstarker wird die Summe
gebildet:

z=-—%(x+y)

Es folgt eine Schaltung fiir eine tote Zone (siehe Abschnitt
2.5.4) der Breite zo (hier etwa 0,08). Der nachfolgende Ver-
stéarker und Integrierer sorgen dafiir, daB y solange ge-
andert wird, bis gilt:

|z|<z0/2

{100 k
- -
47 uF
I +—Ead— {204 60%
2 {2k]
40%
00 K] 1 ]
I-@Zl y zhg
256 257




Die durch eine Anderung von x auftretende Anderung bei z
wird somit ausgeregelt (zu Regelkreisen siehe Teil 4). Der
Wert von z und damit der Wert von y hangen jedoch vom
Vorzeichen der zeitlichen Anderung von x ab.

Fiir x > 0 folgt z = — zo/2 und damit y = — x + 2o,
fur x <0 folgt z = + zo/2 und damity = — x — zo.

Bei Umkehr des Vorzeichens von x tritt wegen der toten
Zone zunichst keine Anderung in y auf, bis die zweite
Grenzbedingung erreicht ist. Kurve a in Bild 2.56.7.1 zeigt y
als Funktion von x, dabei darf x weder zu schnell, da sonst
der Integrator nicht schnell genug ausregelt, noch zu lang-
sam variiert werden, da sonst Fehler durch Drift des Inte-
grierers auftreten (die Zeitkonstante des Integrierers be-
tragt hier 10 ms). :

2.5.7 Getriebelose mit variablem Spiel

Das Spiel der Getriebelose im Abschnitt 2.5.6 wird ge-
geben durch die Breite der toten Zone dividiert durch die
Verstarkung am mittleren Operationsverstarker (bei der
Bildung von z). Durch eine Verkleinerung des Widerstandes
in der Riickfiihrung kann somit das Spiel vergréBert wer-
den. Es treten jedoch dann rasch groBe Schwankungen
bei y auf. Giinstiger ist eine Variation der toten Zone ent-
sprechendAbschnitt 2.5.5.

Kurve b in Bild 2.5.7.1 zeigt y als Funktion von x mit den im
Schaltplan 2.5.7 als Beispiel angegebenen Teilerverhalt-
nissen an den Potentiometern.

05 e

NN N ‘
-05 S
N J
-05 0 0.5 -
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2.5.8 Getriebelose mit Begrenzung (Hysterese)

Wird die Getriebelose des Abschnitts 2.5.7 z. B. durch die
gewollte Ubersteuerung eines Operationsverstarkers ent-
sprechend Schaltplan 2.5.8 (links unten) begrenzt, so er-
halt man Bild 2.5.8.1.




2.6. Logische Verkniipfungen, SIMULOG-
kompatibel

Im Abschnitt 2.4.8 wird gezeigt, daB ein mit einer Diode
rickgekoppelter Operationsverstarker genau zwei vom
Vorzeichen des Eingangssignals abhangende Ausgangs-
zustande kennt: - 0,6 V (0) und + 13 V (1). Mit diesen Si-
gnalen konnen logische Gatter, z.B. SIMULOG-Glieder
(57385-89, 574 04-09, 574 41 -44) und Computerelemente
(574 61-69) angesteuert werden, und die in den folgenden
Abschnitten vorgestellten logischen Verkniipfungen lassen
sich wiederum von SIMULOG-Gliedern oder Computer-
elementen ansteuern. Dabei werden Potentiale - 0,6 V <
U=+ 2 Vsicher als 0-Signal und Potentiale + 10 V=< U =
+ 13 V sicher als 1-Signal gewertet.

Vor den Operationsverstirkern werden jeweils entspre-
chend Abschnitt 2.4.8 zwei oder mehr Strome addiert. Ist
die Summe positiv, erscheint am Ausgang das 0-Signal, ist
die Summe negativ, erscheint am Ausgang das 1-Signal. Es
lassen sich Negation, NAND und NOR realisieren. Auch fiir
einen Volladdierer wird eine Schaltung angegeben. Es sei
jedoch vermerkt, daB ein Analogrechner eigentlich nicht
fir digitales Arbeiten gedacht ist, aber es geht.

 2.6.1 Negation
Fiir die Summe / der Stréme vor dem Eingang des Opera-
tionsverstarkers gilt:

o 0V + Ua
~ 225kQ ' 10 kQ

Wird der Eingang A mit einem 0-Signal belegt (- 0,6 V <
Us=+2V),soist/<0undam Ausgang C erscheint ein
1-Signal (13 V). Wird der Eingang A mit einem 1-Signal be-
legt (10V=Ur=13 V), soist I > 0 und am Ausgang er-
scheint ein 0-Signal (-0,6 V).

Es gilt: C = A; C ist die Negation von A

20 k
A e
% J 011
10 k C
% 110
26.1

2.6.2 NAND-Gatter
Fur die Summe / der Stréme vor dem Eingang des Opera-
Honsverstarkers gilt:

0V Ua Us
65ka T 10ka T T0ko

I=-

Nur wenn Eingang A und Eingang B mit je einem 1-Signal
belegt werden, ist | > 0 und am Ausgang C erscheint ein
0-Signal. In allen anderen Féllen ist 1 <0 und am Ausgang
#rscheint ein 1-Signal.

Es gilt: C = A A B; Cist die Negation der UND-Verkniipfung
von AB.

2.6.3 NOR-Gatter
Fur die Summe I der Stréme vor dem Eingang des Opera-
tionsverstarkers gilt:

10V + Ua s Us
225kQ  10kQ 10 kQ

Nur wenn beide Eingédnge A und B mit einem 0-Signal be-
legt sind, ist / < 0 und am Ausgang erscheint ein 1-Signal.
Ist Eingang A oder Eingang B (oder sind beide) mit einem
1-Signal belegt, gilt / > 0 und am Ausgang C erscheint ein
0-Signal.

Es gilt: C = Av B; Cist die Negation der ODER-Verkniipfung
von AB.

2.6.4 Volladdierer

Es wird zunichst die (analoge) Summe der Signale von
A, B und C gebildet und mit - 0,2 multipliziert. Solange die
Eingénge nur mit 0-Signalen (Werte zwischen - 0,06 und
+ 0,2) oder 1-Signalen. (Werte zwischen 1 und 1,3) belegt
werden, kann man fiir x vier getrennte Bereiche unter-
scheiden:

- 0036 = -x=+ 0,12, wenn alle Eingdnge mit 0-Signa-
len belegt sind

+ 0,176 = - x = + 0,34, wenn genau ein Eingang mit 1-
Signal belegt ist

+ 0,388 = - x = + 0,56, wenn genau zwei Eingdnge mit
1-Signalen belegt sind

+060 =-x=+ 0,78, wenn alle drei Eingédnge mit 1-
Signalen belegt sind.

Der Komparator fiir die digitale Summe S muB am Ausgang
ein 1-Signal liefern fiir - x zwischen 0,176 und 0,34 und fiir
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- x groBer als 0,6. Die letzte Bedingung ist leicht zu erfiillen.
Dazu wird - x verglichen mit dem Ausgangssignal (1,3)
eines Ubersteuerten Operationsverstarkers, und fir den
Schaltpunkt x3 gilt:

10kQ _

2k 0,59

-x3=13

Zur Erfiillung der ersten Forderung wird durch Vergleich
von — x mit dem festen Wert 1 der untere Schaltpunkt fest-
gelegt. y wechselt bei x; das Vorzeichen mit:

12kQ
=~ = 10cae = 0,12

Am nachfolgenden Operationsverstarker wird — x noch
einmal mit y verglichen. Dabei wechselt z das Vorzeichen
(einmal kurz oberhalb von - x; und dann erneut) beim
oberen Schaltpunkt x2 mit:

_1314KQ _
=Xz =13 === =036

Der nachfolgende Komparator fiir die digitale Summe S
liefert also auch fiir — x zwischen 0,176 und 0,34 am Aus-
gang ein 1-Signal.

Der Komparator fiir den Ubertrag U liefert durch Vergleich
von — x mit dem festen Wert 1 ein 1-Signal fiur alle x mit
— X = - Xa. Fir den Schaltpunkt x4 gilt:

10 kQ

X =105

= 0,36

In Bild 2.6.4.1 sind die Werte fiir x, y, z, S und U als Funktio-
nen von - x noch einmal aufgetragen.

0.3
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2.7. Generatoren

Im Abschnitt 2.5.3 wird gezeigt, daB mit zwei geeignet vor-
gespannten Diodenstrecken ein Stiick einer quadratischen
Funktion erzeugt werden kann. Mit einer geniigenden
Anzahl vorgespannter Dioden 1Bt sich jeder gewiinschte
stetige und eindeutige Funktionsverlauf nachbilden. Solche
Funktionsgeber sollen hier jedoch nicht gezeigt werden.
Es werden vielmehr einige schwingungsfahige Schaltungen
als Beispiele fiir Sinus-, Dreieck- und Rechteckgeneratoren
vorgestellt.

2.7.1 Rechteckgenerator

Bei der im Schaltplan 2.7.1 angegebenen Schaltung liegt
der nicht invertierende Eingang nicht wie sonst an Masse
sondern ebenfalls auf einem verédnderlichen Potential.
Verstérkt wird die Differenz beider Eingangssignale.

Fir Uy = U2 <0 ist Uo positiv und damit Uz = Uo/2 auch
positiv. Der Kondensator wird iber den Widerstand (200
kQ) langsam (Zeitkonstante RC = 1 s) aufgeladen bis U,
ebenfalls Uo/2 erreicht. Jetzt wird U; — U- positiv, damit Uo
negativ und der Kondensator wieder umgeladen bis erneut
U, = Uo/2 erreicht ist. Fiir Uo(t) erhalten wir einen rechteck-
formigen Verlauf.

271

2.7.2

Bild 2.7.1.1 zeigt die Spannung U; am Kondensator und
die Ausgangsspannung Uo als Funktionen der Zeit. Als
Grundfrequenz erhalt man etwa 0,5 Hz.

2.7.2 Rechteckgenerator mit einstellbarer Frequenz

Der Strom zum Umladen des Kondensators kann mit dem
Potentiometer verandert werden. So 4Bt sich die Frequenz
fvariieren. Fiir Us <0,5 Uo treten keine Schwingungen mehr
auf, da dann U; = U, nicht mehr erreicht wird.

Beispiele: Us f
10U |05 Hz
08Uy |04 Hz
0,7 Up | 0,33 Hz
0,6 Uo | 0,25 Hz
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2.7.3 Dreieck- und Rechteckgenerator mit variablem
Tastverhaltnis

Der Komparator (vergleiche Abschnitt 2.4.8) in der Mitte
des Schaltplans 2.7.3 liefert als Ausgangssignal:

- 0,08,
+ 1!3 '

firy+z+w>0
firy+z+w<o0

Somit gilt fiir z am nachfolgenden Verstarker:

z =+ 0,05,
ZE=me Ty

firy+z+w>0
firy+z+w<o0

Beginnt man zur Zeit to mit y(to) = - 0,05 - w, so gilt mit
z < 0 fur y(1):

t t
(him s i WIS gpe VLIS e
y RiC R2C Yo
to to
=
R:C _ R.C O) =N

Fiir R1 > Rzx wachst y an, bis y(t1) = 1 — w erreicht wird.
Jetzt wird z positiv und es gilt fiir y(1):

t

I

y(t) xdt + y(t1)

g t

. i
R.C

I

X (t—t) +y(t)
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y(t) nimmt wieder ab, bis y(tz) = y(to) = — 0,05 — w erreicht
wird. Jetzt wird z wieder negativ und y(t) steigt wieder an.
Fiir y(t) erhélt man eine Dreieck- und fiir z(t) eine Rechteck-
funktion. Das Dreieck ist symmetrisch (Tastverhaltnis 1: 1),
wenn gilt:

*L—Lx=—1-—x undsomitx=i
R.C R:.C R:C 2 Rz

Fiir die Anstiegszeit ta = t1 — to und die Abfallzeit ts =t2 — t
der Dreieckfunktion gilt mit Ry = R2 = R:

o= (y(h) = y(to)) 1RC = RC%
ts = = (vt - ) B8= Ro 108

Tastverhaltnis ta : ts = X/(1 — X)

Periodendauer: T =ta +ts = RC et
X (=%

Frequenz: f x (1 — x)/1,05 RC

—||-

Mit w 148t sich die der Dreieckfunktion liberlagerte Gleich-
spannung wihlen. Bild 2.7.3.1 zeigt die Funktionen y(t) und
z(t) fir Ry = Rz = 200 kQ, C = 9,4 yF, w = 0,5und x = 0,75

mit einem TY-Schreiber registriert. Dadurch treten eine
endliche Anstiegszeit und geringes Uberschwingen bei den
Rechtecken auf.

2.7.4 Spannungsfrequenzwandler
Wiahlt man im Abschnitt 2.7.3 ein Widerstandsverhaltnis
ungleich 1, so gilt fiir die Frequenz f:

4 R, \ 095
; "(1 )mc

Mit einem extremen Widerstandsverhéltnis, z.B. R1/R2 =
100, gilt ndherungsweise:

Jaa 0,95

R:C

d.h. die Frequenz héngt nur noch linear von x ab. Mit der
Eingangsspannung U = x 10 V folgt:

o
wm

9
Ra

=1
10V

|

f=U

o

Der Spannungsfrequenzwandler des Schaltplans 2.7.4
als Zeitkonstante R;C = 0,1 s. Mit dem Potentiometer P |
sich der Proportionalitatsfaktor zwischen U und f ge
auf 1 Hz/V einstellen, d.h. einer Spannung von 10 V ent
spricht eine Frequenz von 10 Hz. Bild 2.7.4.1 zeigt die F
quenz als Funktion der Eingangsspannung fir den
justierten Spannungsfrequenzwandler.

Erweitert man den Spannungsfrequenzwandler am Al
gang durch einen Digitalzéhler zur Messung der Frequen
und vor dem Eingang durch einen Strom-Spannungs- u
einen Widerstands-Spannungs-Umsetzer, so kann man
digitales VielfachmeBinstrument erhalten (siehe [16]).
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2.7.5 Sinusgenerator mit einem Operationsverstarker
Der Operationsverstarker ist entsprechend Abschnitt 218
als Differenzierer geschaltet. Es gilt:

53 dus
Uo = = RoC; dt

Fir Uy ~ sin wt folgt Uo ~ sin (wt + 3n/2). Es tritt eine fre-
quenzunabhéngige Phasenverschiebung von 37/2 auf.
Durch die dem Ausgang des Operationsverstérkers folgen-
den zwei RC-Glieder erhilt man eine weitere, frequenz-
abhéngige Phasenverschiebung. Wird der Faktor RC des
Differenzierers so groB gewihit, daB die durch die Span-
nungsteiler der RC-Kette verursachte Abschwachung von
Uo kompensiert wird, tritt eine Schwingung auf. Die Fre-
quenz stellt sich so ein, daB die gesamte Phasenverschie-
bung gerade 2r ist.

Bei gedffnetem Schalter S tritt eine Amplitudenbegrenzung
erst bei Uberstauerung des Operationsverstarkers auf.
Wird das Potentiometer fiir R so eingestellt, daB man nur
sehr schwache Anfachung der Schwingung erhilt (z.B.
0,3 Uo), kann man durch SchlieBen des Schalters S (Diode
parallel zu C) eine Stabilisierung der Ausgangsamplitude
erreichen. Man erhélt z.B. eine Amplitude von 4,4 Vss bei
einer Frequenz von 0,37 Hz.

2.7.6 Sinusgenerator mit Amplitudenstabilisierung

Wahrend im Abschnitt 2.7.5 der Sinusgenerator nur aus
einem geeignet riickgekoppelten Operationsverstarker be-
steht, wird mit Schaltplan 2.7.6 die Schwingungsdifferential-
gleichung geldst (vergleiche Kapitel 3.5). Steht das Poten-

tiometer vor den Dioden (tote Zone) auf 0, so gilt:

et .._,l_-'
y y 207

mity’=—fy”dxundy=— fy'dx.

Es entsteht eine leicht angefachte Sinusschwingung.
Amplitudenbegrenzung erhalt man iiber die tote Zone
(siehe Abschnitt 2.5.5) mit geeigneter Stellung des Poten-
tiometers. Es gilt dann; :

y'+(R-005y+y=0
mit R = O fir kleine y’ und R = 1 fiir groBe y’.

2.7.7 3-Phasen-Generator

Es werden mit 3 geeignet beschalteten Operationsver-
stérkern drei gleiche frequenzabhingige Phasenverschie-
bungen erzeugt. Wird die Verstarkung im ganzen Kreis so
groB gewdhlt, daB die durch die RC-Glieder verursachte
Abschwéchung gerade kompensiert wird, tritt eine etwas
angefachte Schwingung auf. Sollte die Schaltung 2.7.7
keine Schwingung zeigen, ist Rk zu vergréBern. Die Fre-
quenz f stellt sich so ein (hier etwa f = 0,147 Hz), daB die
gesamte Phasenverschiebung gerade 2r ist, d. h. pro Ver-
stérker 2n/3.

Eine Amplitudenbegrenzung wird wieder erreicht iiber die
tote Zone (Abschnitt 2.5.5) mit geeigneter Stellung des
Potentiometers. Mit Schaltung 2.7.7 hat man drei sinus-
férmige Spannungen gleicher Amplitude zur Verfiigung,
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die jeweils um 120° gegeneinander phasenverschoben
sind:

Uq(t) = Uo sin wt
Ua(t) = Up sin(wt + 27/3)
Us(t) = Up sin(wt + 47/3)

Die Summe der drei Spannungen muB konstant null er-
geben, was mit einem weiteren Summierer nachgewiesen
werden kann. Fiir die Kreisfrequenz w = 2=f gilt:

RE fore e
w—RC—0.92s

Bild 2.7.7.1 zeigt die drei Spannungen U;(t), U2(t) und Us(t)
als Funktionen der Zeit.

3. Losung mathematischer Probleme

In der Mathematik gibt es viele Anwendungsmadglichkeiten
fiir einen Analogrechner. Er kann addieren, subtrahieren,
multiplizieren, dividieren, die Wurzel ziehen und vor allem
integrieren. So ist die Ldsung unbestimmter Integrale
(Kapitel 3.2) eine wichtige Anwendung. Es lassen sich
Polynome (Kapitel 3.3) bilden und Additionstheoreme fir
sinus und cosinus (Kapitel 3.7) nachweisen.

Neben diesen Beispielen, in denen nur die normalen
Rechenoperationen Verwendung finden, gibt es noch eine
zweite und viel wichtigere Gruppe von Anwendungen fir
den Analogrechner: die simultane Lésung von Gleichungs-
systemen und gewdhnlichen Differentialgleichungen (Ka-
pitel 3.4 bis 3.6) zu vorgegebenen Anfangsbedingungen.
Ein solches System sich gegenseitig bestimmender Funk-
tionen ist z. B. auch:

y() = fi(x,t) und x(t) = fa(y.1)

Werden beide Funktionen programmiert derart, daB das
Ausgangssignal y des ersten Programmes als Eingangs-
signal des zweiten dient und das Ausgangssignal x des
zweiten Programmes wiederum als Eingangssignal des
ersten, so lost der Analogrechner dieses Gleichungs-
system simultan, und die Ausgangssignale x, y sind zu
jeder Zeit Lésungen des Systems.

3.1. Lineare Gleichungssysteme

Zur Lésung eines Systems von n Gleichungen mit n Unbe-
kannten l6st man jede der Gleichungen explizit nach einer
anderen der Unbekannten auf und programmiert jede die-
ser Summen mit einem oder mehreren Operationsver-
starkern. Dabei liefern die Ausgange der einzelnen Sum-
mierer erst die zu addierenden Unbekannten. Die so ver-
maschte Schaltung I6st das Gleichungssystem und gibt an

den Ausgangen der einzelnen Operationsverstarker
Werte der Unbekannten. Dabei muB die Verstédrkung &
geschlossenen Kreisen kleiner als 1 oder negativ sel
damit die Schaltung nicht instabil wird (siehe Abschn
3.1.2).

3.1.1 Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten, f
Koeffizienten
Als Beispiel sei folgendes Gleichungssystem gege

2x+ y+c =0
X+5y+c2=0

+ E s
I, 2 20k
100 K
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00 k]
100 k X y

311

Am linken Operationsverstarker wird entsprechend
oberen Gleichung als Summe gebildet:

1
X = e

Am rechten Operationsverstarker wird entsprechend
unteren Gleichung gebildet:

1
y=—g(:<+cz)

Die Ausgangssignale x und y sind fiir alle ¢y und c2
-1=ci=+1 und —1=c;=+1 Losungen des Gl
chungssystemes und es gilt | x | =1 und |y | = 1. Mit ¢,
—0,7undc, =1folgtzB.x=05undy = — 0,3.

3.1.2 Instabile Schaltung

Zur Losung des im Ahschnitt 3.1.1 angegebenen G
chungssystemes kénnte man auch die hier im Schaltpl
3.1.2 angegebene Schaltung versuchen. Am linken Ope
tionsverstarker wird entsprechend der unteren Gleichu
des Systems aus Abschnitt 3.1.1 gebildet:

Il

X = — (by + c2)

am rechten: y=—(2x + c1)

Diese Schaltung ist jedoch instabil, da die Verstérkung
geschlossenen Kreis groBer als 1 ist.




Koeffizienten

aiXx+biy+ci =0

axx +byy+c,=0

Im Schaltplan wird gebildet:

1
X =—-— +
e (b1y + c4)

-ty
§ o (azx + c2)

mit: ay =100kaR1>U.|b1|§1.fC1|§1,|az|§1.

bz = 100 kQ/R2 >0 und | cz | = 1.

#e Schaltung ist stabil, wenn gilt: a;bi/a1b, < 1.

3.1.3 Zwei Gleichungen mit zwei Unbekanten, variable

Als Beispiel sei folgendes Gleichungssystem gegeben:

nach Wahl der Koeffizienten kann die Schaltung stabil
Jer instabil oder einer der Verstarker iibersteuert sein.

Im Bild 3.1.3.1 sind in der xy-Ebene Lésungspaare als
Kreise eingezeichnet
1. an Kreuzungspunkten gestrichelter Linien mit
a; =2 bz=1, by =-05a:=-1
¢1 und c; variabel, wie an gestrichelten Linien ange-
geben (ausgewihite Werte).
2. auf ausgezogenen Linien mit:
ar=2bz=1,
C1 und c; wie am Kreuzungspunkt der ausgezogenen
Linien
b: oder a; variabel, wie an gepunkteten Linien ange-
geben (ausgewéhite Werte).

3.1.4 Drei Gleichungen mit drei Unbekannten
Als Beispiel sei folgendes Gleichungssystem gegeben:

5x+05y+ z+ci =0
250+ Yy+05z+c2=0
=i y+2 z+c3=0

Entsprechend der ersten Gleichung wird gebildet:
1
X= —5(0,5y+z+c;)

Entsprechend der zweiten Gleichung wird gebildet:
y=-(2x+ 0,5z + c,)

Entsprechend der dritten Gleichung wird gebildet:

z=—-%(—x+y+ca)

-05 “— / b
0.5 / | C2=05] B
c,=065 |c,=u.1 c;=-045 || c¢,=-1

-05 0 05
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Die Konstanten c1, ¢z und ca kdnnen nicht ganz frei gewahit  3.1.5 Vier Gleichungen mit vier Unbekanten
werden, es wird sonst der eine oder andere Operations-  Als Beispiel sei folgendes Gleichungssystem g
verstarker tibersteuert werden. Mit ¢, = 0,7, c2 = — 0,9 und

cz = 0,3 ist z. B. der Verstarker fiir y ibersteuert. 2 w+ x+2 y+05z+c =0

Mit c1 = — 0,8, c2 = — 0,9 und c3 = 0,6 folgt als Losung: 05w+2 x+05y+ z+c2=0
x=02y=08undz=-06.
-w+ 2 YRR sk ies =10

-w+0,1x+ yv+2 z+cs4=0




Entsprechend den Gleichungen wird gebildet:

-%(x+2y+0,52+c1)

w =

X =—1§(O,5w+0.5y+z+cz)
1

y =—~2“(—w+x+2z+03)
1

z =—-2-(—w+0.1x+y+c4)

Die Konstanten ci, c2, ¢3 und cs kdnnen nicht beliebig

variiert werden, da sonst gelegentlich der eine oder andere

Operationsverstarker libersteuert wird. Mit ¢1 = — 0,9,

c2=1,c3=-0,3,¢c4=— 0,9 erhdlt man als Lésung: w = 0,5,
=-1,y=03und z = 0,6.

Schaltungen fir vier Gleichungen mit vier Unbekannten
werden leicht instabil, besonders dann, wenn am einzelnen
Operationsverstarker nicht genligend abgeschwécht wird.
Die Verstarkung der Schwankung einer jeden Variablen
muB kleiner als 1 sein.

3.2. Elementare Integrale

Die Losung von unbestimmten Integralen ist ein wichtiges
Anwendungsgebiet eines Analogrechners. Im Abschnitt
2.1.8 wird mit einem Operationsverstarker gebildet:

t

yit) = - —= | vt + y(0)

RCO

In den folgenden Abschnitten werden als Beispiele Schal-
tungen zu einigen Integralen angegeben, deren mathe-
matischen Losungen durch elementare Funktionen ge-
geben werden. So |48t sich das Ergebnis des Analog-
rechners leicht kontrollieren.

Ein Analogrechner kann nur mit der Zeit integrieren. Soll
die Zeit als unabhangige Variable ersetzt werden durch
z.B. x = t/a, so erscheint am Ausgang eines Integrierers
(vergleiche Abschnitt 2.1.6):

Y = - o=

RC § yi(xX)dx + y(0)

Der Faktor « wird hier so gewahlt, daB der interessierende
Bereich von x einer gut darstellbaren Zeit entspricht, z. B.
10 s fiir Registrierung mit TY-Schreiber oder 10 ms fiir
Wiedergabe auf einem Oszilloskop (siehe Kapitel 6.2).

3.2.1 Losung des Integralsy = | xdx
Um am Ausgang eines Integrierers das unbestimmte
Integral

X

y(x) = f xdx

0

zu erhalten, setzt man x = t/a mit « = 10 s (entsprechend
Vorbemerkung zu Kapitel 3.2), fiihrt dem Integrierer am

Eingang die Funktion y1(x) = — x zu und berechnet:
X
o= f(—x)dt mit x = ——
y a ! 10 s
0
Zur Erzeugung der Funktion yi(x) = — x dient der linke

Operationsverstarker im Schaltplan 3.2.1. Er integriert die
Konstante ¢ = 0,1 nach der Zeit. Vor Beginn der Integration
wird durch SchlieBen der Schalter S; und Sz der Anfangs-
wert der Integration zu y(xo) = 0 mit xo = 0 bestimmt.

Werden beide Schalter gleichzeitig gedffnet, so erscheint

L7 WF
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am linken Operationsverstérker

und am rechten (RC = 10 s):

X X
Ly = - w2 f(— x)dt = f‘xch‘{=lx2
HCO 0 ikt

Da die Zeitkonstante am linken Operationsverstarker nicht
genau 1 s und am rechten nicht genau 10 s ist, erhalt man
das beste Ergebnis fiir ¢ = 0,0885. Bild 3.2.1.1 zeigt die
Losung fir x = 1.

3.2.2 Loésung des Integrals y = — f x%dx
Setzt man x = t/e mit & = 10 s, so ist zu berechnen:

Vor Beginn der Integration wird durch SchlieBen der S
ter S; und Sz der Anfangswert zu y(xo) = O mit xo =
wiahlt. Werden beide Schalter gleichzeitig geoff
wird am linken Operationsverstarker gebildet mitc = %

Xi=m——
10 s
am Multiplizierer erscheint:
tz
e ST
X"~ 700 &2

und der rechte Operationsverstarker liefert (RC = 1

X X

2 =—f2 =_,1_3
x“dt x“dx ax

0

y(x)
RC
0

Da die Zeitkonstante am linken Operationsverstarker

X genau 1 s und am rechten nicht genau 10 s ist, erhalt r
. j_f 5 e s das beste Ergebnis fiir ¢ = 0,091. Bild 3.2.2.1 zeigt
y(x) 3 xadh L X 10s Losung y(x) firx = 1.
0
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A 1

3.2.3 Losung des Integrals y = 3 f %dx

Setzt man x = t/a mit @ = 1 s und fiihrt dem Integrierer am
Eingang die Funktion — 1/x zu, so ist zu berechnen:

X
__Lf(_l) ot i
Iy(x)»- 30:1 > dt, mit x s

Vor Beginn der Integration wird durch SchlieBen der Schal-
ter S; und S; der Anfangswert zu y(xo) = 0 mit xo = 1 ge-
wahlt. Werden beide Schalter gleichzeitig gedffnet, so er-
scheint am linken Operationsverstarker mit ¢ = 1/10:

1 t

—_—— = -

10 10s

am Dividierer mit z = 1/10:

—
-
—
o
—h

LS
X 10 x t

und am rechten Operationsverstarker mit RC = 3 s:

X X
e =1f1 )
y(x) = RC1 (x)dt. 31 xdx— Slnx

Da die Zeitkonstante am linken Operationsverstirker nicht
‘@enau 1 s und am rechten nicht genau 3 s ist, erhalt man
Was beste Ergebnis fiir ¢ = 0,094 und z = 0,094. Bild 3.2.3.1
2igt die Losung y(x) fur 1 =x = 10.

Lésung des Integrals y = f ¥ x dx
izt man x = t/a mit ¢ = 10 s und fiihrt dem Integrierer am
gang die Funktion — }/x zu, so ist zu berechnen:

X
(x)=-1—f(- -x)dr r|1it)(=L
y ag VXt 10s

Vor Beginn der Integration wird durch SchlieBen der Schal-
ter S; und S, der Anfangswert zu y(xo) = 0 mit xo = 0 ge-
wahlt. Werden beide Schalter gleichzeitig gecffnet, so er-
scheint am linken Operationsverstarker mit ¢ = 1/10:

am Radizierer:

und am rechten Operationsverstiarker mit RC = 10 s:

X X
y(X)=—§15 (—ﬁ)dr=fﬁdx=§xﬁ
0 0

Da die Zeitkonstante am linken Operationsverstarker nicht
genau 1 s und am rechten nicht genau 10 s ist, erhalt man
das beste Ergebnis fiir ¢ = 0,083. Bild 3.2.4.1 zeigt die
Losung y(x) fir x = 1.

3.2.5 Losung des Integralsy = — a f cos wt dt

Bei gedffnetem Schalter S gilt entsprechend Abschnitt
2.1.6:

t

y(t) = —a f cos wt di + y(0)
0

IS
;sm wt + y(0)

mit a = 1/RC = 400 s~'. Die Zeitfunktion cos wt kann man
einem RC-Oszillator (587 00) entnehmen. Es ist darauf zu
achten, daB die Eingangsspannung des Operationsverstar-
kers =15 V nicht liberschreiten darf.
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Auf einem Ein- oder Zweikanal-Oszilloskop lassen sich bei
Triggerung mit dem Eingangssignal die Phasenverschie-
bung und das Amplitudenverhéltnis von Ausgangs- und
Eingangssignal des Integrierers gut beobachten. Fiir w = a
sind beide Amplituden gleich, d.h. hier bei @ = 400 s™,
bzw. bei einer Frequenz von f = 64 Hz. Bei kleineren Fre-
guenzen wird die Ausgangsamplitude groBer.

Der konstante Wert y(0) kann sich als Folge der Drift des
Operationsverstarkers langsam andern. Mit SchlieBen des
Schalters S wird y(0) = 0 gesetzt. Durch den zusétzlichen
(zwar groBen) Widerstand in der Riickfiihrung tritt jedoch
ein (fiir die genannten Frequenzen) kleiner Fehler in Ampli-
tude (< 0,05%) und Phase (< 0,5%) auf.

3.2.6 Losung des Integrals y = f T+

Setzt man x = t/a mit @ = 10 s und fiihrt dem Integrierer am
Eingang die Funktion — 1/(1 + x?) zu, so ist zu berechnen:

dx

il PRt
ml’tx—mS

X
w=-1] ()e

Vor Beginn der Integration wird durch SchlieBen der Schal-
ter S; und S, der Anfangswert zu y(xo) = 0 mit xo = O ge-
wahlt. Werden beide Schalter gleichzeitig gedffnet, so er-
scheint am mittlerem Operationsverstarker mit ¢ = 1/20:

am linken Operationsverstéarker:

—%(1 +x%) = —E 1+ (ﬁ)zj

am Dividierer mit z = 1/8:

1 S el
T2(1+x) 21+ (t1208)1

und am rechten Operationsverstarker mit RC = 5 s:

X

.___J_f vy s
yg= RC s (2(1+x2))d‘

X

1 &
= 6f1+x2dx—arctgx

Da die Zeitkonstante am mittleren Operationsverstérk
nicht genau 1 s und am rechten nicht genau 5 s ist, erha
man das beste Ergebnis fiir ¢ = 0,047 und z = 0,1175. Bil
3.2.6.1 zeigt die Lésung y(x) fiir x <1,5.
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3.2.7 Losung des Integrals y = f

Setzt manx =t/amita =10s und flhrt dem Integrierer am
Eingang die Funktion = 1/(1 — x?) zu, so ist zu berechnen:

2dx x<1

__Lf_f_ | 9o
y(x) = 2 s Z_ 7t mit x =0~

Vor Beginn der Integration wird durch SchlieBen der Schal-
ter. Sy und S, der Anfangswert zu y(xo) = 0 mit xo = O ge-
wahlt. Werden beide Schalter gleichzeitig gedffnet, so wird
gebildet am Operationsverstérker unten in der Mitte mit
c = 1/10:

am Operationsverstérker oben in der Mitte:

x2-1=(—r-)2—1
10s

am Dividierer mit z = 1/10;

A oy - A e
101 — x2

1 sueitia vy
10 1 — (t/10 s)?

und am rechten Operationsverstirker mit RC = 2 s:

X
y(X)=-—15fl0

X

Sem
—20 1_x2dx 2arctghx

Da die Zeitkonstante am ersten Operationsverstérker nicht
genau 1 s und am letzten nicht genau 2 s ist, erhalt man das
beste Ergebnis fiir c = 0,094 und z = 0,094. Bild 3.2.7.1 zeigt
die Lésung y(x) fiir x < 1.

i 1 1
3.2.8 Losung des Integrals y == f = g dx, x> 1

Setzt man x = t/e mit « = 10 s, so ist zu berechnen:

X
(x)=—-1—f dt, mitx=—t—
y 2 ¢, 1-x 10s

Vor Beginn der Integration wird durch SchiieBen der Schal-
ter S; und S; der Anfangswert der Integration zu y(xo) =
= 0,5 arcctgh xo = — 0,76 mit xo = 1,1 gewahlt. Werden
beide Schalter gleichzeitig gedffnet, so erscheint am Ope-
rationsverstarker links unten mit ¢ = 1/20:

-

20s

N x

am oberen Operationsverstarker:

ke R T

am Dividierer mit z = 1/20:

45
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U 5 = 1 1 5 Da die Zeitkonstante am ersten Operationsverstarker ni
51-x 51~ (/105s) genau 1 s und am letzten nicht genau 4 s ist, erhalt
das beste Ergebnis fiir c = 0,047 und z = 0,047. Bild 3.2.

und am rechten Operationsverstéarker mit RC = 4 s: zeigt die Losung y(x) fir 1,1 =S x = 2.
X
g =l f ihrond i 3.2.9 Lésung des Integrals y = — f S X
YR ="os e = 2 dt — 0,76 i .

5 Setzt man x = t/a mit « = 10 s, so ist zu berechnen:

X
X
=1f ! dx—076=——1—arccthx 1 1 t
2 x? -1 ; 2 9 y(x)=—-c-‘- —dt, mit x =——

I
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Vor Beginn der Integration wird durch SchlieBen der Schal-
ter Sy, Sz und Sa der Anfangswert der Integration zu y(xg) =
0 mit xo = 0 gewahlt. Werden alle drei Schalter gleichzeitig
geoffnet, so erscheint am Operationsverstérker links oben
mitc = 1/10:

am Operationsverstarker in der Mitte oben (vergleiche
Abschnitt 3.3.1):

- i (o)’ 2oy
10 s

am Dividierer mit z = 1/10:

By nedtisniwetnad salvin o
101 — x? 10 1 — (/10 s)?

am rechten Operationsverstarker (vergleiche Abschnitt

2.3.1):
]r—“— P
101 - x2 10 1 - (/10 5)?

und am Operationsverstéarker in der Mitte unten mit RC =
Y10 s:

1
y(x)=-— I/—O 7 dt

X

1 :
== —-—;dx = — arcsin x

0 i e

Da die Zeitkonstante am ersten Operationsverstarker nicht
genau 2 s und am zweiten nicht genau 2,5 s ist, erhalt man
das beste Ergebnis fiir c = 0,0885. Bild 3.2.9.1 zeigt die
Losung y(x) fir x <1.

3.3. Polynome

im Kapitel 3.2 wird zur Erzeugung einer mit der Zeit zuneh-
menden Variablen x = t/« ein Integrierer verwendet, dem
am Eingang ein konstanter Wert ¢ zugefiihrt wird. So erhalt
man ein Polynom 1. Grades. Im Abschnitt 3.2.9 werden zur
Erzeugung der Funktion x? — 1 (ein Polynom 2. Grades)
2wei hintereinander geschaltete Integratoren verwendet
‘{siehe auch Abschnitt 3.3.1).

:Zur Erzeugung eines Polynomes n-ten Grades y(x) mit

Y(X) =apg+aix +ax?+...... + ax"

kann man eine Serienschaltung von n Integratoren ver-
wenden (bis 4. Grades siehe Abschnitt 3.3.2). Die Genauig-
keit ist jedoch nicht besonders groB, da die Kondensatoren
nur mit einer Toleranz von 5% zur Verfligung stehen.
Bessere Ergebnisse erzielt man bei Verwendung von Multi-
plikatoren. Mit den beiden Multiplizierern des Analog-
rechners (676 01) wird im Abschnitt 3.3.3 als Beispiel ein
Polynom 3. Grades gebracht.

3.3.1 Polynom 2. Grades mit Integrierern

Bereits im Abschnitt 3.2.9 wird ein Polynom 2. Grades mit
zwei Integrierern (links oben im Schaltplan 3.2.9) gebildet.
Mit der Konstante ¢ als Eingangssignal folgt fiir das Aus-
gangssignal y:(t) des ersten Integrierers:

1
yi(t) = T BC —— cit + y1(0)

und nach dem zweiten Integrierer erhélt man:
t

ya(t)dt + y2(0)

177 ca Bile
2022011‘ Rcw(o)f"'yz(o)

Im Abschnitt 3.2.9 gilt: y1(0) = 0, y2(0) = — 1, c; = 0,0885,
R:1C1 = 1,885, R2C2 = 2,35s und t = x 10 s. So folgt:

ya(x) = x* = 1
Fihrt man dem zweiten Integrierer neben dem Ausgangs-

signal des ersten noch ein zweites, konstantes Eingangs-
signal ¢z zu, so folgt fiir den Ausgang:
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e

R1C1 R2C2 2 (CZ +* S'I(O)) t + y2(0)

Im Schaltplan 3.3.1 gilt: R1C1 = R2C2 = 0,94 s und y1(0) =

y2(0) = O mit variablen c4 und cz. Es folgt fiir x = t/a mit
a=1s:

yi(x) = — 1,064 c1 x

ya(x) = + 0,566 ¢ x? — 1,064 ¢ x

Bild 3.3.1.1 zeigt die mit einem TY-Schreiber registrierten
Ausgangssignale y2(x) mit ¢, = 0,035 und drei verschiede-
nen Werten fir cz.

3.3.2 Polynom 4. Grades mit Integrierern

Der Schaltplan 3.3.1 wird um zwei weitere Integrierer er-
weitert zu Schaltplan 3.3.2, mit dem Polynome bis 4. Grades
dargestellt werden kénnen. Die Zeitkonstanten betragen
hier alle 7 = 0,94 s, es gilt ferner y1(0) = y2(0) = y3(0) =
ya(0) = 0 und die Konstanten c, bis c4 sind frei wahlbar
zwischen — 1 und + 1. Somit folgt fiir die Ausgangssignale
der vier Integrierer:

t

= 1 fC1df

0

yal(t “%Cﬂ

t

__if S uee
yalt) = = (Y1(t)+Czdt + oot -~ oot

t

ya = -+ f (y: 0+ cs)ot

0

o ol I =1
g ot + gzcdt’ — et

t

ya(t) = = % f (Y3{t) + C4)dt

0

A
Ry

citt - é cat® + 2%2 cat? —%c,.,:

Es werden vier Schalter bendtigt. Steht der programmier-
bare Schalter (576 07) nicht zur Verfiigung, muB man den
Satz Steckelemente (576 03) ergdnzen durch einen Kipp=
schalter (579 13). Wahlt man jedoch eine der Konstanten
C = Cmzu Null, so kann man am m-ten Integrierer den Schal-
ter durch einen Verbindungsstecker ersetzen, der bereits
kurz vor Beginn der Rechnung gelést werden kann. Zu
Beginn der Integration miissen dann alle Schalter gleich-
zeitig gedffnet werden.

Das Ergebnis kann nur solange den gewiinschten Verlauf
zeigen, wie keiner der Operationsverstérker ilibersteue
ist, was bei vierfacher Integration schnell erreicht werden
kann. Bild 3.3.2.1 zeigt z.B. fiirc1 = 0,043undc; =c3 =Ca
0 die Ausgangsfunktionen y1(t) und y4(t). So wird der letzte
Verstarker bereits nach etwa 4-6 s Uibersteuert.

Bilder 3.3.2.2 bis 3.3.2.5 zeigen die Funktionen y.(t), ya(t).
ya(t) und ya(t) mit ¢; = 0,043, c2 = 0,220, c; = 0,430 und
ca = 0,300. Da insbesondere die Funktion ya(t) sehr stark
von ¢ bis cas abhéngt, empfiehlt es sich, die Konstanten
nach Einstellung mit einem MeBinstrument noch fein nach=
zuregulieren durch ihr mit einem TY-Schreiber registriertes
Ausgangssignal. So lassen sich auch Fehler der Konden-
satoren und damit der Zeitkonstanten r kompensieren. Mit
c1 muB yi(t) im Bild 3.3.2.2 nach 20 s den Wert —0,92 er-
reichen. Mit c2 muB y2(t) im Bild 3.3.2.3 im Minimum nach
etwa 5 s den Wert —0,56 erreichen. Mit cz muB ya(t) i
Bild 3.3.2.4 im Maximum nach etwa 7 s den Wert —0,06
erreichen. Und mit cq4 muB ya(t) im Bild 3.3.2.5 im 2. Mini-
mum nach etwa 9 s den Wert —0,29 erreichen. Die im Bild
wiedergegebene, mit einem TY-Schreiber registrie

| | 1 17Ch
L7pFy  S1\ + 67 uF,  S2\ LR, S3\ 2 LIRS\ 1
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Kurve weicht geringfiigig von dieser Forderung ab (das  Offnen des Schalters am linken Operationsverstirker — x
entspréche cs = 0,304 statt 0,300). Wird mit vier getrennten  gebildet und am rechten Verstarker:
Kippschaltern gearbeitet, so ist die Kurve als Folge nicht

genau definierter Schaltzeiten weit schlechter reprodu-

zierbar.

3.3.3 Polynom 3. Grades mit Multiplizierern

y(x) = 10x3 — 15 x> + 5 x

Bild 3.3.3.1 zeigt das Ergebnis fiir — 0,15 = x =< 1 registriert
mit einem TY-Schreiber. Steht dagegen ein XY-Schreiber
zur Verfiigung, kann auf die Erzeugung eines der Zeit

Setzt man x = t/a mit « = 10 s, wéhlt ¢ = 0,094 und beige-  proportionalen x mit einem Integrierer verzichtet werden.
schlossenem Schalter S den Anfangswert des Integrierers  Zur Vorgabe von x reicht dann ein Potentiometer vor den
zur Erzeugung von — x zu — Xo = 0,15, so wird nach dem  Multiplizierern aus.
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3.4. Einfache Beispiele gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung

Eines der wichtigsten Anwendungsgebiete eines Analog-
rechners ist die Losung von Differential- bzw. Integral-
gleichungen. So liegen auch den meisten Simulationen
technischer und physikalischer Probleme der Teile 4 und 5
dieser Broschiire Differentialgleichungen zugrunde, auch
wenn dies dann oft nicht erwahnt wird oder erwahnt zu
werden braucht.

In den folgenden Abschnitten werden Schaltungen zur
Ldsung einiger einfacher beispiele gewdhnlicher Differen-
tialgleichungen 1. Ordnung angegeben. Im Kapitel 3.5
folgt eine ausfiihrliche Behandlung der homogenen linea-
ren Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten, und im Kapitel 3.6 werden zwei Beispiele einer
nichtlinearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ge-
bracht.

Zur Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter
Ordnung auf dem Analogrechner geht man von deren
Normalform aus (Auflésung nach hochster Ableitung):

d_ni s : dn—‘ly)
e f (x, O e T

Aus der hochsten Ableitung lassen sich durch ein- oder
mehrmalige Integration die niedrigeren Ableitungen und y
berechnen. Aus diesen Funktionen kann man wiederum
entsprechend der Differentialgleichung d"y/dx" erhalten.
Durch SchlieBen des Kreises wird die Differentialgleichung
erfiillt und y ist Losung der Differentialgleichung (solange
kein Operationsverstarker oder Dividierer iibersteuert ist).
Man erhalt jeweils eine Losung zu vorgegebenen Anfangs-
bedingungen.

Ein Analogrechner kann jedoch nur nach der Zeit integrie-
ren (vergleiche Vorbemerkung zu Kapitel 3.2 und Abschnitt
2.1.6). Bei der Berechnung der niedrigeren Ableitungen
und y aus der hochsten Ableitung muB deshalb gegebenen-
falls die Zeit als unabhangige Variable ersetzt werden
durch z.B. x = t/¢. Dann erscheint fiir d"y(x)/dx" am Eingang
eines Integrierers an dessen Ausgang mit Zeitkonstante RC:

X X

S fd" yx) =1 fd“ yx)
HCO ax” dt+c = RCO ax" dx + ¢

5 RaC( iy ym_”(o))

Um am Ausgang eines Integrierers also z.B. die Funktion
y(x) zu erhalten, muB seinem Eingang die Funktion — RC
y'(x)/e zugefiihrt werden, denn es gilt dann wie oben:

X

y(x) = f y'()dx + y(0)
0

X
"%f< y{x)>dx+y(0)

X
KPS (.
RCO

Der Faktor « wird hier so gewahlt, daB der interessieren
Bereich von x einer gut darstellbaren Zeit entspricht, z.
10 s fiir Registrierung mit TY-Schreiber oder 10 ms

Wiedergabe auf einem Oszilloskop (siehe Kapitel 6.

]

-Rﬁy'(xn) dt + y(0)

3.4.1 Losung der Differentialgleichungy’ =y
Damit die Losung langsam genug zur Registrierung
einem TY-Schreiber ablauft, setzt man x = t/a mit « = &

341

Zur Programmierung der Differentialgleichung
y'(x) = y(x)
wird im Schaltplan 3.4.1 links mit — y'x)/5 begonnen;

Integrierer mit RC = 1 s erzeugt dann entsprechend
Vorbemerkung zu Kapitel 3.4:

X
—if v
RC ( )dt+y(0)

0

X
PN V(X)>
Cf( dx + y(0)

X

= f y'(x)dx + y(0) = y(x)
0

Der nachfolgende Operationsverstarker liefert dann —y(x)/
Vor Beginn der Rechnung ist Schalter S, gedffnet u
Schalter Sy geschlossen. Der Anfangswert y(xo) mit Xo =
kann gewahlt werden. Wird Schalter S; gedffnet und Sch
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fer S; geschlossen, so gilt:
1 TR e
5 y(x) = 5 Y%

und y(x) ist solange Lésung der Differentialgleichung zum
gegebenen Anfangswert, wie keiner der Operationsver-
starker libersteuert ist. Man erhilt:

y(x) = y(0) e*
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=id 3.4.1.1 zeigt mit einem TY-Schreiber registrierte
~osungen y(x) fiir verschiedene Anfangswerte y(0). Da
®e Zeitkonstante des Integrierers nicht genau 1 s sondern
2ich 0,94 s ist, gilt hier:

y(x) = y(0) ¥

JUm die Zeitkonstante nahezu auf 1 s zu bringen, lieBe sich
atirlich auch der Widerstand von 200 kQ durch Vorschal-
von 10 kQ und 2 kQ auf 212 kQ erhéhen.

_ Lésung der Differentialgleichung y’ = — ay

"urasollgelten0<a=1.Setzt man x =t/amit ¢ = 1 s und
2ginnt links im Schaltplan mit — y’/a vor, bzw. mit — y’nach
Potentiometer, so erhélt man am Ausgang des Inte-
ierers (RC = 1 s):

X

X
#c f (‘ v'(x)) i g f TR IS
0 0

hq =05

O 15 BES il Sl
3.4.21

3.4.2

Vor Beginn der Rechnung ist Schalter S, geéffnet und
Schalter S; geschlossen. Der Anfangswert y(Xo) mit xo = 0
kann gewahlt werden. Wird Schalter S, geschlossen und
Schalter S; gedffnet, so gilt:

Y = = Ty

und y(x) ist Lsung der Differentialgleichung zum Anfangs-
wert y(0), solange der Operationsverstirker nicht iiber-
steuert ist.

Bild 3.4.2.1 zeigt zwei Losungen y(x) mit verschiedenen
Anfangswerten y(0) und Faktoren a. Als Losung erhélt man:

y(x) = y(0) e

3.4.3 Losung der Differentialgleichung y’ = y?

Setzt man x = t/a mit « = 1 s und beginnt links im Schalt-
plan mit y’(x), so erhalt man am Ausgang des Integrierers
(RC =1s):

X X

—% y'(x)dx — y(0) = - f y'()dx = y(0) = - y(x)
0 0

Nach dem Multiplizierer erscheint y2 Wird mit Beginn der
Rechnung Schalter S; gedffnet (Anfangswert vorher ein-
stellen) und Schalter S, geschlossen, so gilt:

y(x)? = y'(x)

und y(x) ist Losung der Differentialgleichung zum Anfangs-
wert y(xo) mit Xo = 0, solange der Operationsverstarker
nicht Ubersteuert ist. Man erhélt als Lésung:

1

YOO = ) 0 =
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3.4.4 Lésung der Differentialgleichung y’ = y**
Setzt man x = t/a mit « = a s und beginnt mit — y'(x) vo!

bzw. mit — y’(x)/a nach dem Potentiometer links unten i
Schaltplan, so erhdlt man am Ausgang des Integrierers

(RC = 1 s) links oben:
X X
e (— %) dx + y(0) = f y'(x)dx + y(0) =
—— 0 0
Bei positivem y(0) wird Schalter S; geschlossen, bein

tivem y(0) statt dessen Schalter S; (oder Verbindu
stecker setzen). So gelangt y an die Schaltung (verglei
Abschnitt 2.3.3) zur Bildung von — y#? in der unteren H&
des Schaltplanes 3.4.4.

15
Wird zu Beginn der Rechnung Schalter S, gedffnet (
fangswert y(0) vorher einstellen) und Schalter S; gesch

* ——

sen, so gilt:

- Y0¥ = = y'(x)

V'l—@

343 3.4.31
und y ist Losung der Differentialgleichung zum gegebe
mit den Asymptoteny = 0 und y = Xo + 1/y(Xo). Fiir die im Anfangswert, solange keiner der Operationsverstarks
Bild 3.4.3.1 wiedergegebenen Losungen zu einem positiven  Ubersteuert ist. Bild 3.4.4.1 zeigt mit einem TY-Schreib
7 registrierte Losungen y(x) fiir verschiedene Anfangsw
y(0) mit a = 3. Als Losung erhalt man:

und einem negativen Anfangswert gilt xo = 0
X — %o \2 : 3
v y(x) = CgRet i mit xo = — 3 J/ y(0)
y = 0 ist ebenfalls Losung; so kann eine Losung der

ferentialgleichung auch aus einer Kombination von P:
bogen und einem Stiick der x-Achse bestehen.
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3.4.5 Losung der Differentialgleichung y’ = x/10 — y? X X
Setzt man x = t/e mit ¢ = 2 s und beginnt mit — y’(x) links = :
im Schaltplan, so erhédlt man am Ausgang des Integrierers  — RC (— Y'(X)) dx + y(xo) = J y'()dx + y(xo) = y(x)"
(RC = 2 s): 0 0

X

X
“Re f (‘ v'(x)> dx + y(0) = f FROISEEHO =)
0 0

Nach dem Multiplizierer erscheint y? und mit dem rechten
Operationsverstarker wird — x/10 gebildet. Wird mit Be-
ginn der Rechnung Schalter S; gedffnet (Anfangswert y(0)
vorher einstellen), Schalter Sz gedéffnet und Schalter S,
geschlossen, so gilt:

_.l. 2
10>t+1»'(><) y'(x)

und y ist Losung der Differentialgleichung zum Anfangs-
wert y(0), solange kein Operationsverstarker iibersteuert
ist. Bild 3.4.5.1 zeigt mit einem TY-Schreiber registrierte
Losungen y(x) fiir verschiedene y(0). Die Parabel y =
¥ x/10 tritt als Ort der Minima der Lésungen und als Asymp-
tote auf.

3.4.6 Losung der Differentialgleichung y’ = x/y

Setzt man x = t/a mit « = 10 s und beginnt im Schaltplan
rechts unten mit — y’(x), so erhalt man am Ausgang des
Integrierers (RC = 10 s) links unten:

346

Mit dem oberen Operationsverstarker wird — x gebildet.
Der Dividierer liefert — x/y(x), solange y <o und | x/y | = 1
ist. Werden zu Beginn der Rechnung Schalter S; und S3
geoffnet (Anfangswerte Xo und y(xo) = — | Xo | vorher ein-




stellen) und Schalter Sz geschlossen, so gilt:

X

_ﬁ"‘y“

und y(x) ist Lésung der Differentialgleichung fur die ge-
wihlten Anfangswerte, solange kein Operationsverstarker
und auch nicht der Dividierer iibersteuert ist. Man kann mit
dieser Schaltung also nur Lésungen mit y <0 und|x/y |=1
erhalten.
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Bild 3.4.6.1 zeigt die mit einem TY-Schreiber registrierten
Losungen y(x) fiir verschiedene y(xo) mit xo = — 0,8. Als
Losungen erhélt man die gleichseitigen Hyperbeln:

y(x) = = VX = x> + y(xo)®

und deren Asymptoten.

3.4.7 Losung der Differentialgleichung y’ = y/x

Setzt man x = t/a mit « = 10 s und beginnt im Schaltplan
rechts unten mit — y’(x), so erhalt man am Ausgang des
Integrierers (RC = 10 s) links unten:

X X

— (— y'(X)) dx + y(xo) = f y'(x)dx + y(Xo) = y(x)
0

. Der Dividierer liefert — y(x)/x, solange — x <0 und | y/x

Mit dem oberen Operationsverstarker wird — x ge

ist. Werden zu Beginn der Rechnung Schalter S u
gebffnet (Anfangswert xo > 0 und y(xo) mit | y(xo) | =Xa
her einstellen) und Schalter S; geschlossen, so gilt:

y(x) ;
)
und y(x) ist Lésung der Differentialgleichung fir die
wihiten Anfangswerte, solange keiner der Opera
verstarker und auch nicht der Dividierer iibersteuert
Man kann mit dieser Schaltung also nur Losungen erh
mit x>0und |y/x|=1.

10 k

200k 200 k

3.47

Bild 3.4.7.1 zeigt mit einem TY-Schreiber registrierte Los
gen y(x) fiir verschiedene Anfangswerte y(Xo) mit Xo =
Als Lésungen erhalt man die Geraden durch den Ursp

y(x) = V(’;o)

Um schone Geraden als Losungen zu erhalten, ist es
wendig, daB das Ausgangssignal des Dividierers konsts
ist, d. h. x muB genauso rasch steigen wie y. Das Potent
meter links oben zur Erzeugung von 1/10 gegebene :
etwas verstellen.
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3.5. Lineare Differentialgleichung
2. Ordnung

In den folgenden Abschnitten werden Lésungen der homo-
genen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten zu allgemeinen Anfangsbedingungen
gesucht. Lésungen mit speziellen Anfangs- oder Rand-
bedingungen werden im Teil 5 bei den Simulationen physi-
kalischer Probleme auftauchen, ebenso Lésungen der
inhomogenen Gleichung mit Einschwingvorgéngen, er-
zwungener Schwingung und Resonanzkurve (siehe ins-
besondere Kapitel 5.6). Im Kapitel 3.7 werden auch Uber-
lagerungen vor_l'ungedémpﬂen harmonischen Schwingun-
gen gezeigt.

3.5.1 Allgemeine Lésung von y” + py’ + qy =0
Die Differentialgleichung mit konstantem p und q ver-
suchen wir mit dem folgendem Ansatz zu losen:

y=elx

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt die
charakteristische Gleichung:

A+pr+q=0

mit den Losungen fiir A:

= 5 ]/P_z_
A2 2 4 q

Wir unterscheiden je nach Art der Wurzeln der charakteri-
stischen Gleichung drei verschiedene Losungstypen:

Typ A: Es gibt zwei reelle Wurzeln, d. h. p> — 4g > 0. Dann
lautet die allgemeine Losung der Differential-
gleichung:

Y(X) = c1 eMx + ¢, e Aax

Typ B: Es gibt genau eine reelle Wurzel, d.h. es gilt
p? — 4q = 0. Die allgemeine Lésung lautet:

y(X) = (Cix + c2) e

Typ C: Es gibt zwei konjugiert komplexe Wurzeln, d.h.
p? — 49 <0. Unter Beriicksichtigung der Eulerschen
Beziehung €'“= cos « + j sin ¢ lautet die allgemeine
Lésung der Differentialgleichung:

L
y(x) = e 2* [ci1c0S wX + C28in wx]

_p?
g5

mit =
Alle drei Losungstypen haben je zwei frei wahlbare Kon-
stanten c; und c,, dadurch lassen sich gewiinschte An-
fangswerte erreichen. Haufig verlangt man fiir x = 0 be-
stimmte Werte fir y(0) und y’(0).

3.5.2 Losung firq=0undp =0
Als Differentialgleichung bleibt lediglich

y“(x) =0

und als allgemeine Ldsung folgt Typ B des Abschnitts
3.5.1 mit L = 0;

y(X) = c1X + C2

Der Schaltplan zur Berechnung von y(x) entspricht dem
des Abschnitts 2.1.7 (Integration mit definierter Anfangs-
bedingung). Die Konstanten c; und c, lassen sich frei
wahlen.

3.5.3 Losung firq=0undp + 0
Die zu |6sende Differentialgleichung lautet:

y’'(x) + py'(x) = 0

Als allgemeine Lésung folgt Typ A aus Abschnitt 3.5.1 mit
A1 =0und Az =— pP:

y(x) =c1 + cre ™

Im Schaltplan 3.5.3 erhalt man aus y”’(x) nach dem ersten
Integrierer-y’(x) und nach dem zweiten y(x). Der Opera-
tionsverstarker links unten dient zusammen mit dem nach-
folgenden Potentiometer zur Erzeugung von — py’(x). Dabei
kann p wahlweise positiv (Knopf am Potentiometer nach
links drehen) oder negativ sein (Knopf nach rechts drehen).

Die Anfangswerte y(0) und y’(0) lassen sich vor Beginn der
Rechnung bei geschlossenen Schaltern S; und S; ein-
stellen. Werden mit Beginn der Rechnung die Schalter S;
und S, gedffnet und Schalter S; geschlossen, so gilt:

~ PY'(X) = y"(x)

und y(x) ist Losung der Differentialgleichung zu den ge-
wahiten Anfangsbedingungen, solange kein Operations-
verstérker iibersteuert ist. Als Losungen treten wie oben
erwartet entweder ansteigende (p < 0) oder abklingende
(p > 0) e-Funktionen auf (vergleiche auch Abschnitte 3.4.1
und 3.4.2). Im Bild 3.5.3.1 sind zwei Beispiele wieder-
gegeben,

3.5.4 Losung fiir g < 0 und p beliebig
Mit q < 0 folgt als Losung der Differentialgleichung

y“(x) + py'(x) + qy(x) = 0
der Typ A aus Abschnitt 3.5.1:

y(X) = c1 e M* 4 ¢, @ *2x

mit: A =-%+ PRy
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Im Schaltplan 3.5.4 erhalt man wieder aus y"(x) mit zwei
Integrierern — y’(x) und y(x). Die Zeitkonstanten der Inte-
grierer sind gleich 1 s. Die Erzeugung von — py’(x) erfolgt
ebenso wie in Abschnitt 3.5.3. Der Faktor — g mit g <0 wird
durch geeignete Wahl des dem rechten Integrierer folgen-
den Widerstandes R eingestelit. Mit R = 200 kQ folgt z.B.
g=-1.

Werden mit Beginn der Rechnung die Schalter S; und
gedffnet (Anfangswerte y(0) und y’(0) vorher einste
und Schalter S; geschlossen, so gilt:

= py'(x) = ay(x) = y“(x)

und y(x) ist Lésung der Differentialgleichung zu den
wihlten Anfangsbedingungen, solange kein Operati
verstarker iibersteuert ist. Man findet je nach Wahl
Anfangsbedingungen eine abklingende oder ansteig
e-Funktion oder allgemein eine Kombination beider
Losung. Fiir die im Bild 3.5.4.1 angegebenen Lésungen
g=—=1
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3.5.5 Losung firq>0undp =0
Es bleibt die Differentialgleichung einer ungedampften
harmonischen Schwingung:

y'(x) + ay(x) =0

und als allgemeine Losung folgt Typ C aus Abschnitt 3.5.1
mit w = Y q:

y(x) = ¢1 cos wXx + cz sin wX

Im Schaltplan erhélt man aus y”(x) nach zwei Integrierern
(mit Zeitkonstante RC = 1 s) = y’(x) und y(x). Ein nach-
folgender Inverter liefert — qy(x). Der Faktor q kann durch
ein geeignetes Widerstandsverhiltnis am Inverter einge-
stellt werden.

Werden zu Beginn der Rechnung die Schalter S; und S;
gedffnet (Anfangswerte y(0) und y’(0) vorher einstellen)
und Schalter Sz geschlossen, so gilt:

= qy(x) = y"(x)

und y(x) ist Lésung der Differentialgleichung zu den ge-
wahlten Anfangswerten, solange kein Operationsverstérker
Ubersteuert ist. Man erhalt eine harmonische Schwingung
mit der Periode X = 2n/w. Im Bild 3.5.5.1 sind (mit q = 1)
zwei Beispiele gewahlt,

links: y(0) =0,5 und y'(0) =0
rechts: y(0) =0 und y’(0) = 0,5

Zur Berechnung von — y’(x) aus y”(x) und von y(x) aus
= y'(x) mit zwei Integrierern wird, was in den letzten Ab-
schnitten nicht erwahnt ist, entsprechend Vorbemerkung
zu Kapitel 3.4 (siehe auch Kapitel 3.2 und Abschnitt 2.1.6)
die Zeit als unabhingige Variable ersetzt durch x = t/a.
Dann erscheint z. B. mit y/(x) am Eingang eines Integrierers
an dessen Ausgang:
X X

y/(x)dt + ¢ = - —

1
o — y"(x)dx + ¢
RC 0 RC S

Mit ¢ = 1 s und RC = 1 s folgt fiir das Ausgangssignal:
X

= f y’()dx = y'(0) = = y'(x)
0

Will man nicht mit der dimensionslosen Variablen x son-
dern mit der dimensionsbehafteten Variablen t rechnen, so
sind dann auch die Konstanten p, g, 4, w und gelegentlich
¢1 nicht mehr dimensionslos und ebenso muB die Dimen-
sion der Zeitkonstante der Integrierer mit beriicksichtigt
werden. Viele Beispiele der Physik im Teil 5 dieser Broschiire
werden mit der Zeit t als unabhéangige Variable behandelt.

3.5.6 Losung fiir g > 0 und p beliebig
Mit g> 0 kénnen als Losung der Differentialgleichung:

y“(x) + py'(x) + qy(x) = 0

je nach Wahl von p und q alle drei Typen aus Abschnitt
3.5.1 als Losungen auftreten. Im Schaltplan erhalt man aus
y”(x) wie in Abschnitt 3.5.4 wieder — y’(x), — py’(x), y(X) und
durch Inverter — qy(x). Durch geeignete Wahl des dem
- py'(x) erzeugenden Potentiometer folgenden Wider-
standes R lassen sich die maximalen Werte von p vor-
geben. Fiir R = 100 kQ folgt z.B.:. —2=p=+ 2.

Werden zu Beginn der Rechnung die Schalter S; und S,
geoffnet (Anfangswerte y(0) und y’(0) vorher einstellen)
und Schalter Sz geschlossen, so gilt:

= py'(x) — ay(x) = y"(x)

und y(x) ist Lésung der Differentialgleichung zu den ge-
wahlten Anfangsbedingungen, solange kein Operations-
verstérker (ibersteuert ist. Losungsbeispiele sind in den
beiden folgenden Abschnitten angegeben.
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3.5.7 Gedampfte harmonische Schwingung

Wihlt man im Abschnitt 3.5.6 p positiv, jedoch p? < 4q, so
erhdlt man eine gedampfte harmonische Schwingung
(Bild 35.7.1). Im Bild 3.5.7.2 sind noch Lésungen fir
p? = 4q (aperiodischer Grenzfall) und fir p? > 4q (aperiodi-
scher Verlauf) angegeben. Bei allen Losungen der Bilder
3.5.7.1 und 3.5.7.2 gilt zu Beginn y(0) = 1 und y‘(0) = 0.

3.5.8 Angefachte harmonische Schwingung
Wihit man im Abschnitt 3.5.6 p negativ, jedoch p? < 4q,

erhilt man eine angefachte harmonische Schwingu
(Bild 3.5.8.1). Im Bild 3.5.8.2 sind noch Lésungen fir pi=
(aperiodischer Grenzfall) und fiir p?> > 4q (aperiodisch
Verlauf) angegeben. Bei allen Losungen der Bilder 3.
und 3.5.8.2 gilt zu Beginn y(0) = 0,01 und y’(0) = 0.
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3.6. Nichtlineare Differentialgleichung
2. Ordnung

Es werden Lésungen fiir zwei homogene nichtlineare
Differentialgleichungen 2. Ordnung angegeben. Im Ab-
schnitt 3.6.1 ist der van-der-Pol-Oszillator programmiert
und im Abschnitt 3.6.2 ein Resonanzsystem mit nicht-
linearem Kraftgesetz. Im ersten Fall tritt trotz Dampfung
(nach einem Einschwingvorgang) eine periodische Losung
auf. Im zweiten Fall erhalt man eine gedampfte Schwin-
gung, deren Periodendauer dann jedoch von der Amplitude
abhéngt. Im Abschnitt 5.6.3 wird die zugehdérige inhomo-
gene Gleichung mit sinusférmiger Anregung untersucht
und die fiir viele nichtlineare ‘Systeme typische iiber-
hangende Resonanzkurve beobachtet.

3.6.1 Lésungvony” +p(y> = 1)y’ +y =0, mit p>0
Die unter dem Namen van der Pol bekannte Differential-
gleichung hat eine stabile periodische Losung mit einer
Amplitude von etwa 2, die je nach Wah! der Anfangs-
bedingungen nach gewisser Zeit erreicht wird; man spricht
von Selbststeuerung oder Selbsterregung. Um diese stabile
periodische Lésung auf dem Analogrechner zu erhalten,
muB man eine Amplitudenskalierung durchfiihren (siehe
Abschnitt 1.3.2).

Die Skalierungsfaktoren fiir y“(x), y'(x) und y(x) werden alle
2ua = 1/5 gewahlt. Der Skalierungstfaktor fiir p ist gleich 1/2
und fiir die Rechenbereiche folgt:
—1= yxX)/6=+ 1
—1syM5E=+1
—1=y'"(xX)/5=+ 1

Im Schaltplan 3.6.1 erh&lt man aus y”(x)/5 nach dem ersten
Integrierer — y'(x)/5 und nach dem zweiten y(x)/5. Der
nachfolgende Inverter liefert — y(x)/5. Mit den beiden Multi-
plizierern wird y’(x) y(x)?/5° gebildet, am Summierer rechts
unten erscheint y'x)/5 — 25y"(x) y(x)%/5° = — [y(x)2 — 1]y"(x)/5
und nach dem Potentiometer — ply(x)? = 1]y’(x)/10.

Werden mit Beginn der Rechnung die Schalter S; und S,
geoffnet (Anfangswerte y[0]/5 und y’[0]/5 vorher einstel-
len) und Schalter S; geschlossen, so gilt:

= ply(x)?* = 1]y'(x)/5 — y(x)/5 = y"(x)/5
y'(x) + ply()? — 1]y’(x) + y(x) = O

und y(x) ist Losung der Differentialgleichung zu den ge-
wahiten Anfangsbedingungen, solange kein Operations-
verstérker iibersteuert ist.

Bilder 3.6.1.1 und 3.6.1.2 zeigen Einschwingvorgange von
y(x) in die selbstgesteuerte stabile Losung fiir p = 2 bei
zwei verschiedenen Anfangsbedingungen. Es treten Kipp-
schwingungen mit einer Amplitude von etwa 2 auf. Obwohl
fur y(x) bis 5 gerechnet werden kann, besteht die Gefahr
der Ubersteuerung bei y'(x) und bei der Bildung von
= [y(x)*> — 1]y’(x)/5. Bild 3.6.1.3 zeigt y’(x) im eingeschwun-
genem Zustand fiir p = 2. Soll p weiter vergréBert werden,
ist fiir y’(x) ein kleinerer Skalierungsfaktor zu wahlen.

Bilder 3.6.1.4 und 3.6.1.5 zeigen Einschwingvorgénge von
y(x) in die selbstgesteuerte stabile Losung fiir p = 0,2 bei
zwei verschiedenen Anfangsbedingungen. y(x) ist noch
fast harmonisch. Bild 3.6.1.6 zeigt y'(x) im eingeschwunge-
nen Zustand fiir p = 0,2.
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3.6.2 Losungvony” +py' + (1 +y)y =0

Im Schaltplan erhilt man aus y”(x) nach dem ersten Inte-
grierer — y'(x), daraus iiber festen Spannungsteiler und
Potentiometer — py’(x) mit 0 = p = 0,11. Der zweite Inte-
grierer liefert y(x), der Inverter — y(x) und die beiden Multi-
plizierer schlieBlich — y(x)*.

Werden mit Beginn der Rechnung die Schalter Sy und Sz
geoffnet (Anfangswerte y’(0) = 0 und y(0) vorher einstellen)

0 10 20 30 40

und Schalter S3 geschlossen, so gilt:
- py'(x) — y(X) — y(0)° = y"(%)

und y(x) ist Losung der Differentialgleichung zum vorge-
gebenem Anfangswert, solange kein Operationsverstarker
iibersteuert ist.

Fiir kleine Amplituden (y? < 1) ergibt sich eine gedampfte
harmonische Schwingung entsprechend Abschnitt 3.5.7.
Auch bei groBen Auslenkungen treten gedémpfte Schwin-
gungen auf, jedoch héngt jetzt die Schwingungsdauer T
von der Amplitude ymax ab (Bild 3.6.2.1).

Bild 3.6.2.2 zeigt die Losung y(x) der nichtlinearen Differen-
tialgleichung fiir p = 0,1 und fiir die Anfangswerte y(0) = 1,
y’(0) = 0. Ein EinfluB der Amplitude auf die Schwingungs-
dauer ist deutlich zu sehen. Lost man im Programmplan
3.6.2 die Verbindung V, so erhélt man zum Vergleich die
Losung der linearen Differentialgleichung fiir gleiche An-
fangswerte und gleiche Dampfung.

3.7. Additionstheoreme fiir Sinus und

Cosinus

Die Funktionen sin x und cos x gewinnt man aus dem
Schaltplan des Abschnitts 3.5.5, in dem die Differential-
gleichung y”(x)+ qy(x) = O programmiert ist. Als Losung
tritt eine (fast) ungedampfte harmonische Schwingung auf
mit der Periode X = 2n/Y q:

y(x) = cicos } ax + czsin 1/ gx

Durch Wahl der Anfangswerte y(0) = 1 und y’(0) = 0 und

-
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mit g = 1 erscheint als Losung:

y(x) = cosX
y'(X) = —sinx
y'(X) = — y(x) = — cos X

Diese Funktionen kénnen weiter verarbeitet werden. Nur
in den Abschnitten 3.7.1 und 3.7.8 sind die Programmpléne
explizit angegeben. Bei den Beispielen 3.7.2 bis 3.7.7 wer-
den nur die Prinzipschaltungen wiedergegeben, die ent-
sprechend Abschnitt 3.7.1 leicht umgesetzt werden kon-
nen. Es werden dabei die in den Bildern 2.1.2, 2.1.5 und
2.1.7 jeweils rechts unten angegebenen Symbole fiir be-
schaltete Operationsverstarker verwendet.

Fiir Beobachtung der Ldsungen iliber langere Zeit sind
die Schaltungen dieses Kapitels ungeeignet, da die ver-
bleibende geringe Dampfung nicht wie im Abschnitt 2.7.6
kompensiert wird.

3.7.1 Nachweis von sin’x + cos’x = 1

Bild 3.7.1 gibt den detaillierten Programmplan und Bild
3.7.1.1 die Prinzipschaltung zur Losung der Aufgabe an.
Im Programmplan erhalt man aus y*“’(x) = — cos x nach dem
ersten Integrierer dann — y’(x) = sin x, nach dem zweiten
Integrierer y(x) = cos x und nach dem Inverter — y(x) =
=(COSK

Werden zu Beginn der Rechnung die Schalter S, und Sz
geoffnet (Anfangsbedingungen — y’(0) = sin 0 = 0 und
y(0) = cos 0 = 1 vorher einstellen) erscheint am Ausgang
des oberen Multiplizierers cos®x, am Ausgang des unteren
Multiplizierers sin®x und am Ausgang des nachfolgenden
Summierers:

- (cos?x + sin®x) = — 1

Bei der Beobachtung dieser Summe mit einem MeBinstru-
ment oder TY-Schreiber bemerkt man eine geringfligige
(< 2%) Uberlagerung des Wertes — 1 mit einer Schwingung
doppelter Frequenz, die durch Phasen- und Amplituden-
fehler der erzeugten Funktionen sin x und cos x verursacht
wird.

3.7.2 Bildung von cos 2x aus cos’x — sin’x
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3.7.4 Bildung von cos 3x aus 4 cos’x — 3 cos x 3.7.6 Bildung von | cos %I aus | (1 + cos x)/2
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X~ h 376 e
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374 3.7.7 Bildung von | sin —;~I aus |/ (1 — cos x)/2
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3.7.5 Bildung von sin 3x aus 3 sin x — 4 sin®x ' 0
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—Dinx 3 Mit y(t) = — cos kt am Eingang liefert der erste Integrierer
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(mit Zeitkonstante RC = 1/k) am Ausgang:
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Am Ausgang des zweiten Integrierers (mit gleicher Zeit-
konstante) erscheint:

Kyt = — k (— %cos kt) = cos kt

Bild 3.7.8 zeigt zwei Generatoren fiir cos kit und cos kst
mit zwei im allgemeinen verschiedenen Kreisfrequenzen
ki und kz. Zum Einstellen der Anfangswerte werden 4
Schalter bendtigt, die zu Beginn der Rechnung zu 6ffnen
sind. Es ist zusatzlich zum Satz Steckelemente (57603)
noch ein Kippschalter (579 13) erforderlich, falls nicht der
programmierbare Schalter (57607) zur Verfligung steht.

Die Frequenzen der beiden Generatoren sind nie exakt
gleich, es treten deshalb am Ausgang des Summierers
rechts oben Schwebungen auf. Es gilt:

ki + ka2 ki — k2
t
2 cos D) t

S(t) = cos kit + cos kot = 2 cos

Bild 3.7.8.1 zeigt die Umhiillende einer tiber 1000 s regi-
strierten Schwebung bei .gleichen”, d.h. nicht gewollt
ungleich gemachten Kreisfrequenzen k; und k2 (Rk = 0).
Zwischen zwei Schwebungsknoten liegen hier etwa 70
Schwingungen. Die verbleibende, nicht kompensierte
Dampfung wird bei der langen Beobachtungszeit deutlich
sichtbar.

Werden beide Kreisfrequenzen deutlich ungleich gemacht,
z.B. k2 = 1,1 ky (Rk = 20 kQ), so verringert sich die Perioden-
dauer der Schwebung, es erscheinen weniger Schwingun-
gen zwischen zwei Schwebungsknoten (Bild 3.7.8.2).
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3.8. Fourieranalyse

Jede periodische Funktion f(t) mit der Periodendauer T,

fiir die gilt:
7
flf(t) [? dt < oo
0

IaBt sich durch eine Fourierreihe darstellen, so daB die
mittlere quadratische Abweichung gleich Null ist:

=] (==

f(t) = a0 + )’ ansin nwt + ) bacos nwt
n=1 =1

mit w = 27/T und den Fourierkoeffizienten:

v

ao=:—, ff(t) dt
0

T
2 y
an=— ff(t) sin nwt dt
& 0

T

bn =2 ff(t) cos nwt dt
L 0

Diese Fourierkoeffizienten kénnen unter gewissen techni-
schen Voraussetzungen mit dem Analogrechner bestimmt
werden. Die Periodendauer T muB einmal so groB sein, daB
sie mitden zur Verfligung stehenden Schaltern gut bewiltigt
wird. (Bei manuell betatigten Schaltern muB also T>5s
sein.) Zum anderen muB der Generator fiir sin nwt und cos
nwt phasenstarr gekoppelt exakte Vielfache der Grund-
frequenz der periodischen Funktion und auch die Grund-
frequenz 1/T selber liefern.

f(t)

sinnwt
380

Bild 3.8.0 zeigt als Beispiel das Prinzipschaltbild zur Bere
nung der Fourierkoeffizienten a,. Der Integrierer wird

Null gesetzt, der Schalter S zu Beginn einer Periode

schlossen und nach der Zeit T wieder gecffnet. Der Ausg
des Integrierers zeigt:

b
2 :
—@n=-= ff(r) sin nwt dt

TO




Als periodische Funktion kann man ein Rechteck- oder Drei-
ecksignal verwenden, wie es aus Schaltung 2.7.3 gewonnen
wird. Das Einstellen der notwendigerweise phasengekop-
pelter harmonischer Schwingungen sin nwt und cos nwt ist
nicht einfach. Auch treten beim Schalten Zeitfehler auf.

Im Anhang dieser Broschiire (Kapitel 6.5) werden deshalb
Berechnungen von Fourierkoeffizienten durchgefiihrt mit
Hilfe eines Oberwellengenerators (522 54) zur Erzeugung
phasenstarr gekoppelter harmonischer Schwingungen und
des programmierbaren Schalters (576 07) zur genauen Vor-
gabe der notwendigen Schaltzeiten.

4. Regelungstechnik

Regelung ist das Bestreben, einen gewiinschten Zustand
zu erreichen und aufrechtzuerhalten, wenn die dazu not-
wendigen MaBnahmen durch Riickmeldung der Abweichung
des Istzustandes vom Sollzustand erfolgen.

Den zu regelnden Teil eines solchen Regelkreises (Bild
4.0.0) nennt man Regelstrecke (z. B. Heizungsanlage, De-
stillationskolonne, Turbine, Automobil), deren Ausgangs-
groBe, den ,gewiinschten Zustand” nennt man Regel-
groBe x (z.B. Raumtemperatur) und die EingangsgroBe,
iiber die eine Anderung des Zustandes bewirkt werden
kann, nennt man StellgréBe y (z.B. Olzufuhr im Brenner).
Von auBen konnen StorgroBen z (z.B. offenes Fenster,
AuBentemperatur) die Regelstrecke und damit die Regel-
groBe beeinflussen.

§

=~ Regelstrecke

Regler

4.00

Die RegelgroBe wird mit einem MeBfiihler erfaBt und zu-
sammen mit einer FiilhrungsgréBe w, dem Sollwert (z.B.
22° C), dem Regler zugefiihrt, dem Teil des Regelkreises,
der die Regelabweichung x. = x — w bestimmt und in ge-
eignete Steuersignale fiir ein Stellglied umsetzt, mit dem
wiederum das Eingangssignal der Regelstrecke, die Stell-
groBe y, verandert werden kann.

Man unterscheidet verschiedene Arten von Regelstrecken
und Reglern. Als Unterscheidungsmerkmal dient die Uber-

gangsfunktion als Antwort auf eine Sprungfunktion. Es
kann z.B. proportionales, integrales oder differentiales
Verhalten mit und ohne Verzogerung bei den einzelnen
Gliedern eines Regelkreises, eines Reglers oder einer
Regelstrecke auftreten.

Auf dem Analogrechner lassen sich nun Regelstrecke und
Regler durch geeignet beschaltete Operationsverstarker
simulieren. RegelgréBe x, StorgroBe z, FlihrungsgroBe w
und StellgroBe y treten hier zunéchst als elektrische Poten-
tiale auf und werden dann in dimensionslosen Maschinen-
einheiten angegeben (siehe Abschnitt 1.3.2).

4.1. Regelstrecken mit Ausgleich

Regelstrecken sind im allgemeinen irgendwelchen Sto-
rungen ausgesetzt. Dabei konnen zeitlich nicht vorher-
sehbare, statistisch schwankende Storungen auftreten,
aber auch solche, deren EinfluB proportional der Regel-
groBe x verlauft (z. B. Warmeverluste). Bei der Betrachtung
eines Regelkreises bezieht man gerne solche der Regel-
groBe proportionale StorgréBen in die Regelstrecke mit
ein und erhalt so eine Regelstrecke mit Ausgleich. Bei kon-
stanter StellgroBe y existiert dann ein maximaler Wert der
RegelgroBe x.

Treten im Regelkreis keine der RegelgroBe x proportionale

Verluste auf, so hat man eine Regelstrecke ohne Ausgleich

(siehe Kapitel 4.2). Eine einmalige Anderung der Stell--
groBe y bewirkt dann eine fortlaufend anwachsende Ande-

rung der RegelgroBe x.

Auf eine Anderung der StellgréBe y erscheint die Anderung
der RegelgréBe x meist nicht spontan sondern mit einer
gewissen Verzogerung. Solche ,Totzeiten” oder auch ,Ver-
zugszeiten” konnen ebenfalls auf dem Analogrechner
nachgebildet werden.

4.1.1 Regelstrecke mit Ausgleich und Verzdgerung

1. Ordnung
In der im Bild 4.1.1 angegebenen Schaltung wird vor dem
Integrierer (siehe Abschnitt 2.1.6) als dessen Eingangs-
signal die Summe y(t) — x(t) gebildet und fiir das Ausgangs-
signal des Integrierers folgt:

t
-x) = ~ 75 f (y(t) - x(t)) dt - x(0)
0

Somit gilt fur x(t) = dx/dt:

X0 = 2 (y(t) - x(r))

Das ist eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir x(t)
und mit Ts = RC kann man schreiben:

x(t) + Tex(t) = y(1)

65




und somit:

Tv(t) = y(@) — v(t)
L7 uF

100 k

Fiir das Ausgangssignal des rechten Integrierers (mit Z
konstante T3) gilt entsprechend:

t
% & | X() = - -t f (— v(t) + x(r}) dt + x(0)
| T?-O

=]
L‘;’H ? und Tax(t) + x(t) = v(t)
1 e |
S

Differenziert man einmal und multipliziert mit T.,s0e
man:

0
= 0 10

= Lsfaore
s 4111

TaT2X(t) + Tax(t) = Tav(t) = y(t) — V(1)

411 = y(t) = [T2x(t) + x()]

Ist die StellgroBe y(t) gleich einer Sprungfunktion (Schalter
S zu Beginn der Rechnung schlieBen) mit y(t) = 0 firt =0
und y(t) = 1 fiir t > 0, so erhilt man als Ubergangsfunktion
die Losung (Bild 4.1.1.1):

Somit gilt fir x(t) die folgende Differentialgleichung 2. O
nung:

TiTaX(t) + (T1 + T2)x(t) + x(t) = y(1)
i Ist die Stellgro ich ei i

groBe y(t) gleich einer Sprungfunktion (Schalt
S zu Beginn der Rechnung schlieBen) mit y(t) = 0 furt =
und y(t) = 1 firt>0undist T:1 = Tz = T, so erhélt man
Ubergangsfunktion die Losung (Bild 4.1.3.1):

2. Ordnung
Koppelt man zwei Regelstrecken mit Ausgleich und Ver-
zogerung 1. Ordnung hintereinander (Bild 4.1.2), so folgt
entsprechend Abschnitt 4.1.1 fiir das Ausgangssignal des

4.1.2 Regelstrecke mit Ausgleich und Verzégerung t
x(t) =1~ (1 +?-> e U:

linken Integrierers (mit Zeitkonstante T1): 4.1.3 Regelstrecke 2. Ordnung mit einem Operati
verstarker
t : Ist im Bild 4.1.3 die StellgroBe y gleich einer Sprungfunkti
1 f ’ (Schalter S zu Beginn der Rechnung schlieBen) mit y(t) =
Tl == T (y(t) = v(U) dt = v(0) fiirt=0undy(t) = 1 fiirt >0, so erhalt man wie im Abschn
0 4.1.2 als Ubergangsfunktion (Bild 4.1.3.1):
o LX S
x(t) =1 (1 +Ts)e
= 47 uF L7 uF -
2 sk Ll = 1 HE :
t— (00— 1h 1
- 200K f
T z '
b4
R 05
=]
15
+
S
y 0
Of 10
412 X 413 Cl
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Ser Zeitkonstanten T, = 0,5 s (genauer 0,47 s). Sie ist
I8 den Zeitkonstanten der Abschnitte 4.1.1 und 4.1.2.

streng gilt die oben angegebene Ubergangsfunktion
wenn der Kondensator (1 pF) in der Riickfiihrung er-
® wird durch 1,17 pF. Steht die Ergénzung Steckele-
e (57604) zur Verfliigung, kann dazu dem Konden-

von 1 uF noch eine Serienschaltung von 1 pF mit
nF parallel geschaltet werden.

B Platzgriinden werden bei den Regelstrecken mit Aus-
th und Verzogerung hoherer Ordnung der Abschnitte
% bis 4.1.9 ein oder auch zwei entsprechend Bild 4.1.3

jchaltete Operationsverstarker zur Simulation einer Ver-
rung jeweils 2. Ordnung verwendet.

Regelstrecke mit Ausgleich und Verzdgerung
3. Ordnung

opelt man eine Regelstrecke 1. Ordnung (entsprechend
4.1.1) mit einer Regelstrecke 2. Ordnung (entspre-

d Bild 4.1.3) hintereinander (siehe Bild 4.1.4), so gilt
das Ausgangssignal — v(t) des linken Integrierers:

Tv(t) = y(t) - v(t)

das Ausgangssignal x(t) des rechten Operationsver-
ers folgt:

T2%(t) + 2Tx(t) + x(t) = v(t)

ferenziert und multipliziert man mit T;, so folgt:

TiT2K(t) + 2T1TX() + Tax(t) = Tv(t) = y(1) — v(t)
= y(t) = [TK(@) + 2Tx(t) + x(1)]

omit folgt mit Ty = T fir die RegelgroBe x(t) die folgende

414

Differentialgleichung 3. Ordnung:
TS3X(t) + 3T2%(1) + 3TX(t) + x(1) = y(t)

Ist die StellgroBe y(t) gleich einer Sprungfunktion (Schalter
S zu Beginn der Rechnung schlieBen) mit y(t) = 0 fiirt <0
und y(t) = 1 fir t >0, so erhalt man als Ubergangsfunktion
die gestrichelte Kurve im Bild 4.1.5.1.

Iz NS e
x(r)'_1 6+T9+2T52 e s

4.1.5 Regelstrecke mit Ausgleich und Verzdgerung

4. Ordnung
Koppelt man eine Regelstrecke 1. Ordnung (links) mit einer
Regelstrecke 3. Ordnung (mitte und rechts) hintereinander
(siehe Bild 4.1.5), so gilt fiir das Ausgangssignal — v(t) des
linken Integrierers:

Tav(t) = y(t) — v(t)




Fiir das Ausgangssignal — x(t) des rechten Operations-
verstarkers folgt entsprechend Abschnitt 4.1.4:

T3X(t) + 3T:2%(t) + 3TX(t) + x(t) = V(D)
Differenziert man einmal und multipliziert mit Ty, so gilt:

T, T3 + 3THT2X(t) + STaTX(t) + Tax(t) = T1v(t)

= y(t) — v(t)
= y(t) — [TSX(t) + 3T32K(M) + 3Tx(t) + x(1)]

Somit folgt mit T; = Ts fiir die RegelgroBe x(t) die Differen-
tialgleichung 4. Ordnung:

TSAX(t) + AT3X(1) + 6T2X(1) + 4Tsx(t) + x(t) = y(t)

Ist die StellgréBe y(t) gleich einer Sprungfunktion (Schalter
S zu Beginn der Rechnung schlieBen) mit y(t) =0 furt=0
und y(t) = 1 fiir t >0, so erhalt man als Ubergangsfunktion
die ausgezogene Kurve im Bild 4.1.5.1.

Sucht man nach allgemeinen Eigenschaften der Uber-
gangsfunktion einer Regelstrecke mit Ausgleich und Ver-
z6gerung, so kann man durch Einzeichnen der Wende-
punktstangente zwei charakteristische Zeiten definieren
(Bild 4.1.5.2). Die Verzugszeit Tu gibt an, wie lange nach
dem Sprung der StellgréBe am Eingang einer Regelstrecke
sich die RegelgroBe am Ausgang noch nicht wesentlich
verandert. Die Ausgleichszeit Ts gibt das Zeitintervall an,
in dem dann praktisch der Ubergang der RegelgréBe von
einem Gleichgewichtszustand zum anderen erfoigt.

Das Verhiltnis Te/Tu gilt als MaB fiir die Regelbarkeit einer
Strecke. Ist die Verzugszeit Tu groB, folgt dann aber der
Ausgleich sehr rasch, ist die Strecke schwer zu regeln. Die
Riickmeldung auf eine Anderung der StellgroBe erfolgt zu
spat. Gut regelbar sind Strecken mit geringer Verzogerung,
mit einem groBen Verhaltnis Te/Tu (z.B. Te/Tu > 6).

Das Verhaltnis Te/Tu und damit die Regelbarkeit nimmtn
der Ordnung einer Regelstrecke ab. Es ist auch abhang
vom Verhiltnis der Zeitkonstanten innerhalb einer Rege
strecke. Um das nachzuweisen, wird im nachsten
schnitt T; = 3T, gesetzt. Bild 4.1.6.2 zeigt die Werte
To/Tu fiir Regelstrecken mit Ausgleich und Verzége
2. bis 7. Ordnung bei gleichen Zeitkonstanten innerha

einer Regelstrecke.

4.1.6 Regelstrecke 4. Ordnung mit ungleichen Zeitke
stanten

Im Bild 4.1.6 ist eine Regelstrecke mit Ausgleich und
z6gerung 4. Ordnung wiedergegeben mit Ty = 3Ts. Fiird
Differentialgleichung folgt entsprechend Abschnitt 4.13

34K (1) + 103X (1) + 12T2K(t) + 6Tsx(t) + x(t) = y(B)

Ist die StellgroBe y(t) gleich einer Sprungfunktion (Schalk
S zu Beginn der Rechnung schlieBen) mit y(t) = Ofirt=
und y(t) = 1 fiir t >0, so erhalt man als Ubergangsfunktie
die ausgezogene Kurve im Bild 4.1.6.1. Zum Vergleich
gestrichelt noch einmal die Ubergangsfunktion der Reg#
strecke mit gleichen Zeitkonstanten aus Abschnitt 4.3

eingezeichnet.

Der Ausgleich der RegelgroBe x(t) erfolgt fiir Ty = &
wesentlich langsamer, Ts hat stark zugenommen, die
zugszeit dagegen kaum. Das Verhéltnis Te/Tu ist gros
geworden als bei Ty = Ts. Braucht man zur Simulation e
Regelstrecke kleinere Werte fiir Te/Tu, so muB man Regs
strecken noch héherer Ordnung nehmen. Bild 4.1.6.2 z&i
die Werte von Te/Tu fiir Regelstrecken mit Ausgleich
Verzogerung 2. bis 7. Ordnung bei gleichen Zeitkonstan¥
innerhalb einer Regelstrecke (siehe auch Abschnitte 4.

und 4.1.9).
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4.1.7 Regelstrecke 4. Ordnung mit StorgroBe
Storungen, deren Einflisse proportional der RegelgréBe
‘werlaufen, sind entsprechend der Vorbemerkung zu Kapi-
el 4.1 in die Regelstrecken einbezogen. So entstehen
Regelstrecken mit Ausgleich, deren Ubergangsfunktionen
den anderen Abschnitten dieses Kapitels gezeigt wer-
Jen. Es kénnen aber auch andere, der RegelgroBe nicht
proportionale StérgroBen auftreten (z. B. plétzlich geodffne-
=s Fenster). Diese greifen irgendwo in die Regelstrecke
(oder auch in MeBfiihler, Regler, StellgroBe).

Bild 4.1.7 wird die StorgréBe z vor dem letzten Opera-
onsverstarker, vor dem letzten Regelstreckenglied mit
ssgleich und Verzogerung 1. Ordnung zugefiihrt. Dies ist
wilkirlich, soll aber fiir die Beispiele von kompletten Regel-
eisen im Kapitel 4.3 einfacherhalber beibehalten werden
12 B. wirkt das Offnen eines Fensters auch verzogert auf
& Raumtemperatur).

W0 4.1.7.1 zeigt den Verlauf der RegelgroBe x(t). Zunachst
d mit Schalter S1 im Schaltplan 4.7.1 die StellgréBe y =
5 eingeschaltet. Die RegelgréBe erreicht nach einigen

Sekunden ihren Gleichgewichtswert bei 0,5. Nach Zu-
schalten (Sz schlieBen)der StorgréBe(hierz=—-0,2undz =
+0,2) erscheint nach einer geringen Verzogerung ein neuer
Gleichgewichtswert fiir die RegelgréBe x. Wird StorgroBe z
wieder abgeschaltet, so stellt sich nach kurzer Zeit wieder
der alte Gleichgewichtswert von x ein.

In den Beispielen der Abschnitte 4.3.1 bis 4.3.5 wird die
hier beschriebene Regelstrecke durch FithrungsgroBe
(Sollwert) und geeignet aufgebaute Regler zu kompletten
Regelkreisen ergénzt, um den EinfluB von StérgréBen auf
die RegelgréBe mdglichst gut auszugleichen, auszuregeln.

4.1.8 Regelstrecke mit Ausgleich und Verzégerung

5. Ordnung
Koppelt man eine Regelstrecke 1. Ordnung (links) mit einer
Regelstrecke 4. Ordnung (mitte und rechts) entsprechend
Schaltplan 4.1.8, so gilt fiir das Ausgangssignal — v(t) des
linken Integrierers:

Tav(t) = y(t) = v(t)

1pF
—{—
- 200K
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Fir das Ausgangssignal — x(t) des rechten Operationsver-
starkers folgt entsprechend Abschnitt 4.1.5:

T4X (1) + 4TS X () + BT2X(t) + 4T<x(t) + x(t) = v(t)

Differenziert man einmal und multipliziert mit 74, so gilt:

= Tav(t) = y(t) — V(1)
= y(t) — [Ts*X(t) + 4T X(t) + 6T3k(1) + 4TX(t) + x(1)]

Somit gilt mit T, = T; fiir die RegelgroBe x(t) die folgende
Differentialgleichung 5. Ordnung:

+ 5Tx(t) + x(t) = y(1)

Ist die StellgroBe y(t) gleich einer Sprungfunktion (Schalter
S zu Beginn der Rechnung schlieBen) mit y(t) =0 firt=0
und y(t) = 1 fiir t >0, so erhilt man als Ubergangsfunktion
die Kurve im Bild 4.1.8.1.

4.1.9 Regelstrecke mit Ausgleich und Verzdgerung

6. Ordnung
Im Schaltplan 4.1.9 gilt fiir die RegelgroBe x(t) die folgende
Differentialgleichung 6. Ordnung (Beweis analog zu Ab-
schnitt 4.1.8):

TEK (1) + 6T2X () + 15T*X(t) + 20T>%(t) +

+ 15T2X(t) + 6Tax(t) + x(t) = y(t)

Ist die StellgroBe y(t) gleich einer Sprungfunktion (Schalter
S zu Beginn der Rechnung schlieBen) mit y(t) =0 furt =0

und y(t) = 1 fiirt > 0, so erhalt man als Ubergangsfunktion
die Kurve im Bild 4.1.9.1.

4.2. Regelstrecken ohne Ausgleich

Treten im Regelkreis keine der RegelgréBe proportion
Verluste auf, so hat man eine Regelstrecke ohne Ausgleich.
Eine einmalige Anderung der StellgréBe y bewirkt dann
eine fortlaufend anwachsende Anderung der RegelgroBe x.
Die einfachste Regelstrecke ohne Ausgleich ist ein Inte-
grierer entsprechend Abschnitt 2.1.6. Ebenso wie bei d
Regelstrecken mit Ausgleich tritt jedoch auf eine Anderun
der StellgréBe die Anderung der RegelgroBe meist nich
spontan sondern mit einer gewissen Verzégerung auf.

4.2.1 Verzogerungsfreie Regelstrecke ohne Ausgleich
Das Verhalten eines Integrierers ist in Abschnitt 2.1.6

schrieben. Wird im Bild 4.2.1 der Schalter S; zu Beginn d
Rechnung geschlossen, folgt fiir das Ausgangssignal — x(t}
des Integrierers (mit Zeitkonstante T) = 5 s):

t

- x(t) = —Lfy(t) dt — x(0)

Ti 0
ﬁl 47 uE 1 /
-X X /
> 0.5
=
=
= {100k}
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0
Y Of 10
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Ist die StellgréBe y(t) gleich einer Sprungfunktion (Schalter
S, zu Beginn der Rechnung schlieBen) mit y(t) =0 firt=0
und y(t) = 1 flrt>0und ist die RegelgrcBe zu Beginn gleich
x(0) = 0 (Schalter S; 6ffnen, wenn Schalter S; geschlossen
wird), so folgt als Ubergangsfunktion die Losung (Bild
4.2.1.1):

x(t)y = tiTy

4.2.2 Regelstrecke ohne Ausgleich, mit Verzdgerung

1. Ordnung
Koppelt man eine Regelstrecke mit Ausgleich und Ver-
zogerung 1. Ordnung und einen normalen Integrierer hin-
tereinander (siehe Bild 4.2.2), so folgt entsprechend Ab-
schnitt 4.1.1 fir das Ausgangssignal — v(t) des linken
Operationsverstarkers (mit Zeitkonstante T = 0,5 s):

Tsv(t) = y(t) — v(1)

Fir das Ausgangssignal x(t) des rechten Integrierers gilt
entsprechend Abschnitt 4.2.1:

t

X(t) = % fv(r) dt + x(0)
0

Bildet man daraus Tsx(t) + x(t), so folgt fiir x(t) eine Differen-
tialgleichung 1. Ordnung:
t

Tx() + x(1) = %v(t} + %* fv(t) dt + x(0)
0

t
T e '
o5 (v ~ T0) dt + x0)
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1
=== fy(t) dt + x(0)
Ti 5

Ist die StellgroBe y(t) gleich einer Sprungfunktion mit y(t) =
O firt=0und y(t) = 1 fiir t>0 und gilt x(0) = 0 (Schalter S,
zu Beginn der Rechnung 6ffnen und gleichzeitig Schalter
S: schlieBen), so erhdlt man als Ubergangsfunktion die
Losung (Bild 4.2.3.2):

X0 = £ - 21 -7

4.2.3 Regelstrecke ohne Ausgleich, mit Verzégerung
2. Ordnung

Koppelt man eine Regelstrecke ohne Ausgleich und mit
Verzdgerung 1. Ordnung (mitte und links) und eine Regel-
strecke mit Ausgleich und Verzégerung 1. Ordnung (rechts)
hintereinander (siehe Bild 4.2.3), so folgt fiir das Ausgangs-
signal v(t) des mittleren Integrierers entsprechend Ab-
schnitt 4.2.2:

100 k
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t

Tsv(t) + v(t) = 1171 f y(t) dt + v(0)
0

Fiir das Ausgangssignal — x(t) des rechten Operations-
verstarkers (mit Zeitkonstante Ts) gilt entsprechend Ab-
schnitt 4.1.1:

Tsx(t) = v(t) — x(t)

Differenziert man einmal und multipliziert dann mit Ts, so
folgt:

Tov(t) = T2X(1) + Tex(t)

Durch Einsetzen in die oberste Gleichung folgt fiir x(t) die
Differentialgleichung 2. Ordnung:

t

T25(t) + 2Tsx(t) + x(1) =:.—| f y(t) dt + v(0)
0

Ist die StellgroBe y(t) gleich einer Sprungfunktion mit y(t) =
0 fiir t =0 und y(t) = 1 fiir t >0 und ist v(0) = 0 (Schalter Sz
zu Beginn der Rechnung 6ffnen und gleichzeitig Schalter Sy
schlieBen), so erhalt man als Ubergangsfunktion die Losung
«(Bild 4.2.3.1):

e Sl Sl tN
xt = 21'.[1 (1+1—.s—)e s

4.3. Regler

Der Regler eines Regelkreises vergleicht die mit einem
MeBfiihler erfaBte RegelgroBe x mit einer FlihrungsgroBe w.
bestimmt die Regelabweichung X = X — w und setzt dies
in geeignete Steuersignale fiir ein Stellglied um, mit dem
die StellgroBe y verandert werden kann. Es gibt stetig une
unstetig wirkende Regler.

Der Zweipunktregler des Abschnitts 4.3.1 ist z.B. ein um
stetig wirkender Regler. Er kennt nur zwei Schaltzustande:
ein und aus. Bei den stetigen Reglern der Abschnitte 4.3
bis 4.3.6 kann die vom Regler beeinfluBte StellgroBe & I’
Werte innerhalb eines Stellbereichs annehmen. Die Rege
lung wird besser, und die periodisch schwankende Rege
abweichung der unstetigen Regler kann vermieden werdes

In den folgenden Abschnitten werden die Regler nich
allein beschrieben sondern jeweils ihr Verhalten im kom
pletten Regelkreis beobachtet. Als Regelstrecke wird dab
in den Abschnitten 4.3.1 bis 4.3.5 eine Regelstrecke
Ausgleich und Verzégerung 4. Ordnung entspreche (
Abschnitt 4.1.7 verwendet. Die StorgroBe z wird jewel
vor dem letzten Regelstreckenglied (mit Ausgleich und Ver
zégerung 1. Ordnung) zugefiihrt. Im Abschnitt 4.3.6 wir
ein Regelkreis mit einer Regelstrecke ohne Ausgleich u
mit Verzogerung 2. Ordnung entsprechend Abschnitt 4.2
beschrieben.

4.3.1 Regelkreis mit 2-Punkt-Regler
Im Schaltplan 4.3.1 bilden die drei Operationsverstarke
links oben die Regelstrecke mit Ausgleich und Verzoge
rung 4. Ordnung. Die RegelgroBe x wird am rechten Ope :
tionsverstarker mit der FiihrungsgroBe w verglichen.
das Ausgangssignal d gilt:

d=0, firx —w>0
d<—1, firx —w<o0
é L7 uF D,
2 |__.. rlq
0,2\
d
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Dieses Signal wird an einem weiteren Verstarker (unten)

mit dem Faktor — 10 kQ/R multipliziert und dann als zusitz- 0.5 ' i : i
liche StellgroBe y, der Regelstrecke wieder zugefiihrt. Die T i
gesamte StellgréBe y; + y; kann also zwei Werte annehmen: Y4 | : | |
I

¥it+y2 =y, wenn x groBer als w ist, = ! ] | , -

. | f 1 !
¥1 + y2 =y + 10 kQ/R, wenn x kleiner als w ist. T | '
In den folgenden Beispielen der Bilder 4.3.1.1 bis 4.3.1.4 ¥ 0 | | . !
soll die RegelgréBe den Wert x = 0,5 erreichen. Die Stell- | [\
groBe y, wird deshalb etwas kleiner zu yi = 0,45 gewahlt, 05— l = ’ _ [\.N\.A.I \.[\.!\_AUAUAUAUAUAVA‘
die FuhrungsgroBe zu w = 0,5 und die StorgroBe meist zu T | : i
z = —0,2. Vor Beginn der Rechnung werden alle diese Gro- X il | | R 2‘ 10 k
Ben zu Null gesetzt (Schalter S1, S; und Ss 6ffnen). 0 .

SEP AN ANAAA G 5 nr xn
Wird zunachst die StellgroBe y; eingeschaltet (Schalter S1), T ' .
so steigt die RegelgroBe mit einer gewissen Verzégerung X ] l R =‘20 k
auf den Wert x = 0,45 an. Wird dann die FilhrungsgroBe w 0 ;
zugeschaltet (Schalter S3), beginnt der Regler zu arbeiten. o5 AAAAAAAAAL R=|40k
Die Regelabweichung x — w ist negativ, somit ist d negativ, I : | 'l\
¥z positiv und die RegelgroBe x nimmt weiter zu. Wird x — w /
positiv, so ist d = 0, y2 = 0 und die RegelgroBe durchlauft % 0 ’ |
als Folge der Verzégerung im Regelkreis noch ein Maxi- R =180k
mum und nimmt dann wieder ab, bis x — w wieder negativ 05 FAAPAAAAAA
wird. Jetzt beginnt das Spiel von neuem. Die RegelgroBe T
durchlauft noch ein Minimum und steigt dann erneut an. %

0
0 20 40 ¢ 60 80

Diese sich periodisch dndernde Regelabweichung sollte 4311 e

maoglichst klein sein. lhre Periodendauer darf jedoch nicht
zu kurz werden, um die Zahl der Schaltspiele zu begrenzen.

Deshalb wahlt man bei Regelstrecken mit wenig Verzoge- 1 0
rung gerne zwei etwas getrennte Schaltpunkte, d.h. man

baut in den Regler die fehlende Verzégerung der Regel- z
strecke ein. -03

0.5
Bild 4.3.1.1 zeigt RegelgroBen x(t) fiir den Regelkreis des T

Schaltplans 4.3.1 mit R als Parameter. Der Widerstand R W 0
ist ein MaB fiir 1/y2. Zu Beginn der Rechnung sind y; und w

(und 2) ausgeschaltet. Zur Zeit t = 10 s wird y; mit Schal- 05
ter S1 und zur Zeit t = 40 s dann w mit Schalter Sz einge- T

schaltet. Man beobachtet einen periodisch schwankenden

Wert der RegelgroBe x. Optimal wére hier sicher R =80 kQ. Y

Zur Zeit t = 70 s wird dann y; ausgeschaltet. Der Regler

versucht auch jetzt noch den Sollwert zu erreichen. Das 05 !A'h"T'KM\'h'A'AUnUnV NN

gelingt jedoch in diesen Beispielen des Bildes 4.3.1.1 nur T [

fiir Widerstande R < 40 kQ. X 3 [ R =20k
: : EE . : 05— f\-f\‘_nvn_n_ FaVaWal AADANA,

Bild 4.3.1.2 zeigt fir den Regelkreis mit 2-Punkt-Regler T : MV

den EinfluB der StorgroBe z. Dazu werden zur Zeitt = 10 s

die StellgroBe y; = 0,45 und die FilhrungsgréBe w = 0,5 | X R=|40k

gleichzeitig eingeschaltet (Schalter S; und Sa3). Fiirt = 40's 0

wird die StorgréBe z = — 0,2 eingeschaltet (Schalter Sy) 05 A~AsAsAAA LAAAAAL

und nach weiteren 30 s wieder ausgeschaltet. Parameter T

ist wieder R. Das Optimum liegt irgendwo zwischen hef- = R =50k

tigen Regelschwingungen fiir R = 20 kQ und der nicht mehr 0

erreichten Regelung fir R = 50 kQ. Die genauen Grenz- 0 20 40 60 80
werte fir R hangen vom genauen Wert von d ab (Ausgang
eines iibersteuerten Verstarkers).

it




Bild 4.3.1.3 zeigt fiir R = 40 kQ den EinfluB der Amplitude

0 T Pl o s | der StorgroBe z. Kleine StorgroBen werden gut ausgeregelt,
T o 25 0 |~ ; groBe (z > 0,25) nicht mehr.
z
-0.5 ’ l Bild 4.3.1.4 zeigt schlieBlich noch den EinfluB der StérgroBe
{ F J auf einen Regelkreis mit 2-Punkt-Regler ohne feste Stell-
10'5 | ' groBe y,. Parameter ist wieder R. Zur Zeit t = 10 s wird die
’ FiihrungsgroBe w eingeschaltet und jeweils 30 s spater die
W 0 StérgroBe z = — 0,2 zu- und wieder abgeschaltet. Wie
i | bereits im Bild 4.3.1.1 sichtbar, ist die Regelstrecke ohne
05 | : konstante StellgroBe schwer regelbar. Die periodische
T " [ . Regelabweichung ist sehr groB, und es tritt sehr leicht der
{ J : Fall ein, daB eine Storung nicht mehr ausgeregelt werden
h ] 1 kann.
Ia R e et :
05 SAAAAASNANAAAAAAANAAS AL Die optimale Wahl von y: und der Verstarkung (10 kQ/R)
T hangt von der Regelstrecke und den erwartbaren Storun-
% z =|-01 gen ab.
0
o5 AVV: _A,A,Jn! ALA, \AAAAA, 4.3.2 Regelkreis mit P-Regler
T Soll die beim unstetig arbeitenden 2-Punkt-Regler zwangs-
2 =-025 laufig auftretende periodisch schwankende Regelabwei-
0 chung (siehe Abschnitt 4.3.1) vermieden werden, muB man
einen stetig wirkenden Regler verwenden. Der einfachste
05 AVV.V.VV.VV.Y VAAAAA Typ dieser Gruppe ist der P-Regler. Er liefert eine der Regel-
I V abweichung proportionale Anderung der StellgréBe und
X Z =|-0.4 kann auf dem Analogrechner mit einem Operationsverstar-
00 == 7 50 50 ker simuliert werden, der entsprechend Abschnitt 2.1.2 zur
e, Multiplikation mit einer Konstanten beschaltet ist.
4313 s
Im Bild 4.3.2 wird mit dem rechten Operationsverstarker
0 die Regelabweichung x» = x — w bestimmt. Dieses Signal
T wird am folgenden Verstéarker (unten) mit dem Faktor ¢ =
2 10 kQ/R und mit — 1 multipliziert und dann als zusatzliche
-05 StellgréBe y, der Regelstrecke wieder zugefiihrt. Wie beim
Regelkreis mit 2-Punkt-Regler kann man mit aber auch
TO.S ohne konstante StellgroBe y; arbeiten.
w In den folgenden Beispielen der Bilder 4.3.2.1 bis 4.3.2.3
0 soll die RegelgroBe maglichst den Wert x = 0,5 erreichen.
5 nn Mm AR h ARNAAR M n ﬂ n ﬂﬂ Wird zuné&chst die Stellgré8e y; = 0,5 eingeschaltet (Schal-
TO' VV UU“UUUUUU UUW VUVUVVY iirrgS;;,gs:ns;?‘ifgt die RegelgroBe nach einem Einschwing-
X [ R=10k
0 "
TO‘S ﬂuﬁ N | i3 Lt
= R= 15k Wird dann die FiihrungsgréBe w = 0,5 zugeschaltet (Schal-
0 ter Sa), so steigt die RegelgroBe mit einem neuen Ein-
| schwingvorgang weiter an bis
0.5 ——
T | _Yi1t+cw
X = R:i 17 k T 1+4c
o5 5. Mit y1 = w folgt, daB die RegelgroBe gleich dem Soll
r ' = ist: x = w. Wird dagegen die konstante StellgroBe y, wie
ausgeschaltet (Schalter S,), so fallt die RegelgroBe wie
& 0 R=|20k etwas ab auf
0 20 40 ; 60 80
4314 Shent
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Es tritt eine bleibende Regelabweichung auf. Dieser Ver-
lauf der RegelgroBe ist im Bild 4.3.2.1 fiir verschiedene
Faktoren ¢ = 10 kQ/R wiedergegeben:

c=25 (firR= 4kQ),c=14(firR= 7kQ),

c = 0,83 (fir R = 12 kQ), ¢ = 0,5 (fiir R = 20 kQ).

rn.S

y
"o

L=
[«
b

tn.s — -

R=12 k

|

20k

0 20 40 60 80
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i. | R= 4k

X bRk

|
\
|
| 1
0.5 & =
r [( R=20k

0 20 L0 60 80
4322 T

Bild 4.3.2.2 zeigt den EinfluB der StorgroBe z. Dazu werden
zur Zeit t = 10 s StellgroBe y1 und FiihrungsgroBe w gleich-
zeitig eingeschaltet (Schalter S; und S3). Bei t = 40 s wird
die StorgroBe z = — 0,2 eingeschaltet (Schalter S,) und
nach weiteren 30 s wieder aus. Parameter ist wieder der
Widerstand R bzw. der Faktor c. Es tritt mit der Stérung
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eine bleibende Regelabweichung xw auf mit

_Y1—w+z
L 3

Fiir y; = w folgt xw = z/(1 + c). Versucht man diese blei-
bende Regelabweichung moglichst klein zu machen, indem
man c sehr groB, bzw. R sehr klein wahit, treten lange Ein-
schwingvorgénge auf. Fir R = 2,5 kQ (zwei Widerstande
zu je 5 kQ parallel) erhdlt man bereits fast ungedampfte
heftige Regelschwingungen (ohne Abbildung).

Bild 4.3.2.3 zeigt noch den EinfluB der StorgroBe z auf einen
Regelkreis mit P-Regler ohne feste StellgroBe ;. Para-
meter ist wieder R. Die bereits ohne Storung auftretende
Regelabweichung wird durch die StorgroBe erhoht.

So wie die periodisch schwankende Regelabweichung
eine typische Eigenschaft des unstetigen 2-Punkt-Reglers
ist, charakterisiert die bleibende Regelabweichung den
P-Regler in einem Regelkreis mit Regelstrecke mit Aus-
gleich. Um diese bleibende Regelabweichung zu vermei-
den, braucht man einen Regler, der solange die StellgroBe
andert, bis die Regelabweichung Null ist. Der einfachste
solcher Regler ist ein Integrierer. Dieser &ndert sein Aus-
gangssignal, bis sein Eingangssignal zu Null geworden ist.

4.3.3 Regelkreis mit I-Regler und Pl-Regler

Im Regelkreis des Schaltplanes 4.3.3 liegt parallel zum
P-Regler des Abschnitts 4.3.2 noch ein |-Regler, ein als
Integrierer beschalteter Operationsverstérker (rechts unten).
Er soll die beim Regelkreis mit P-Regler verbleibende
Regelabweichung auf Null bringen.

Um zun&achst den EinfluB des I-Reglers allein auf den Regel-
kreis zu untersuchen, wird der P-Regler abgeschaltet
(Schalter S; 6ffnen). Ist die Zeitkonstante T, des I-Reglers

b | =
| .
%0_5 S [ 1 10”5 J___\_ e ___‘L_.JI
' | [ | I |
05 = | :
! s o b
| | | R=l Lk
TO,S Ie= ! 3 _M_ ot
=20 | »e
' s = 7k
10.5 b3 i S i — f—
X | a |
0 - . I ! =
4 et i R= 12 k
S e 0 B e T 2 o] g i’
0 . | |
Lindsn Proaud vz R=20 k
. gl siomifo ool ‘ r
0 20 z.or 60 80
4323 i

nicht zu klein (T; > 1 s), so stellt sich nach gewisser Zeit ein
Gleichgewichtszustand ein. Sind StorgréBe z und Fih-
rungsgroBe w ausgeschaltet (Schalter Sz und S; gedffnet),
so folgt fiir die RegelgroBe x = 0. (Eine feste StellgroBe, die
bei manchen Beispielen der Abschnitte 4.3.1 und 4.3.2 auf-
tritt, wird hier nicht verwendet.)

“1pF

Sz

200




Bild 4.3.3.1 zeigt den EinfluB der StorgroBe z und der Fiih-
rungsgroBe w auf den Regelkreis mit I-Regler. Parameter
ist Rz und damit die Zeitkonstante T, des I-Reglers mit T) =
R2 4,7 uF. Zur Zeit t = 10 s wird die FiihrungsgréBe w = 0,5
eingeschaltet. Die RegelgroBe steigt an und erreicht nach
einem mehr oder weniger langen Einschwingvorgang den
Wert x = w. Wird die StorgréBe z = — 0,2 zur Zeitt =40 s
eingeschaltet (Schalter S2), so wird ein neuer Einschwing-
vorgang fiir x(t) angestoBen. Die RegelgroBe erreicht dann
schlieBlich wieder den Sollwert. Beim Ausschalten der
StorgroBe (t = 70 s) tritt wieder eine gedampfte Schwin-
gung um den Sollwert auf. Die Dauer eines solchen Ein-
schwingvorgangs ist von der Wahl der Zeitkonstanten T,
und damit des Widerstandes R2 des |-Reglers abhéngig.
Je groBer T, ist, um so weniger Schwingungen treten auf
und die RegelgroBe erreicht ihren Sollwert zun&chst
schnell. Bei weiterer Erh6hung von T; wachst dann die zum
Ausregeln bendtigte Zeit wieder an (ohne Abbildung).

Eine Verkiirzung des Einschwingvorgangs erreicht man mit
einem Pl-Regler, einer Parallelschaltung von P-Regler und
I-Regler (Schalter S; schlieBen). Bild 4.3.3.2 zeigt den Ein-
fluB von FiihrungsgroBe w = 0,5 und StorgroBe z = — 0,2
auf den Regelkreis mit PI-Regler. Der Verstarkungsfaktor ¢
des P-Reglers bleibt dabei unverandert c = 1,43 (R1 = 7kQ),
die Zeitkonstante des |-Reglers wird variiert:

T, = 2,8 s (fiir Rz = 600 kQ), T} = 1,9 s (fur Rz = 400 kQ),
T, =1,3s (fir R2 = 270 kQ) und T, = 0,85 s (fiir R2 = 180 kQ).

Das giinstigste Verhalten zeigt hier etwa der Regler mit
Ti = 1,9 s. Natiirlich muB nicht nur die Zeitkonstante T des
I-Reglers sondern auch der Verstarkungsfaktor ¢ des P-
Reglers variiert werden, um das Optimum zu finden.

5 T =|19s
onS —lr
3 T,=|28s
0 I.Ot 60 80
4332 s

4.3.4 Regelkreis mit D-Regler und PID-Regler

Die erste Abweichung der RegelgréBe x vom Sollwert kurz
nach Auftreten einer Stérung ist bei den Regelkreisen mit
stetigen Reglern der Abschnitte 4.3.2 und 4.3.3 fast gleich
der StorgroBe, da als Folge der Verzugszeit der Regel-
strecken die vom P-Regler oder Pl-Regler veranlaBte Ande-
rung der StellgréBe nur verzdgert die RegelgroBe beein-
flussen kann. Man braucht einen Regler, der nicht nur mit
groBer Regelabweichung eine groBe SteligréBenanderung
(P-Regler) bewirkt und langere Regelabweichungen ver-
hindert (I-Regler), sondern der auch zusatzlich bereits
dann einen groBen EinfluB auf die StellgréB8e nimmt, wenn
sich die Regelabweichung noch andert. Diese Eigenschaft
hat ein D-Regler, ein zur Differentiation beschalteter Ope-
rationsverstarker. Er liefert eine proportional zum Differen-
tialquotienten der Regelabweichung verlaufende Stell-
groBe.

Um zunidchst den EinfluB des D-Reglers allein auf die
StellgroBe des Regelkreises zu untersuchen, werden im
Schaltplan 4.3.4 der P-Regler und der |I-Regler abgeschaltet
(Schalter S; 6ffnen). Bild 4.3.4.1 zeigt das Ausgangssignal
ya(t) des D-Reglers fiir verschiedene Zeitkonstanten Tp
des D-Reglers mit Tp = Cs + 200 kQ. Zur Zeitt = 10 s wird
die FiihrungsgréBe w eingeschaltet, ya(t) wird kurzzeitig
gleichsinnig sehr groB und kann damit das Anwachsen der
RegelgroBe beschieunigen. Die StorgroBe z = — 0,2 wird
jeweils 30 s spater ein- und wieder ausgeschaltet. ys(t)
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wird jeweils kurzzeitig gegensinnig sehr groB, so daB der
StorgroBe schnell entgegengewirkt werden kann. Mit die-
ser Eigenschaft des D-Reglers kann das Verhalten des PI-
Reglers aus Abschnitt 4.3.3 weiter verbessert werden. Im
einfachen PID-Regler liegen P-Regler, I-Regler und D-Reg-
ler parallel (Schalter S, schlieBen).

0
l
-05

T 05

w
0

05
T 7=1020s

Y3
0 ;

I i To=lok7s

Y,
‘9

05
i To=lo94s
Y3

0 ~ -

w |~
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X TD =0.20s

X Th=l047s

X TD =094 s
0 20 40 60 80
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Um den EinfluB der FiihrungsgroBe w und der StérgroBe
z auf den Regelkreis mit PID-Regler zu untersuchen, muB
man den Verstarkungsfaktor ¢ des P-Reglers, die Zeit-
konstante T, des I-Reglers und die Zeitkonstante Tp des
D-Reglers variieren. Um hier nur eine Auswahl der mog-
lichen Kombinationen zu treffen, werden fiir ¢ und T, zu-
néchst die Werte aus Abschnitt 4.3.3 gewahlt, bei denen
dort ein giinstiges Regelverhalten auftrat: ¢ = 1,43 (R; =
7kQ)und Ti = 1,9 s (R2 = 400 kQ). Die Zeitkonstante Tp des
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D-Reglers wird variiert:
To = 0,2 s (fiir C3 = 1 pF), Tp = 0,47 s (fir Cs = 2,35 uF =
4,7 uF/2) und Tp = 0,94 s (fir C3 = 4,7 uF).

Im Bild 4.3.4.2 zeigt sich zwar, wie erwartet, eine Verringe-
rung der Regelabweichung kurz nach Auftreten einer
Storung, jedoch bleibt dann lber einige Zeit noch eine
merkliche Regelabweichung erhalten. Die Zeitkonstante
Ti des I-Reglers ist offensichtlich zu groB.

Bild 4.3.4.3 zeigt den EinfluB der FliihrungsgroBe w und der

StorgroBe z auf die RegelgréBe x fiir eine kleinere Zeit-
konstante des |-Reglers: T) = 0,85 s. Parameter ist wieder
die Zeitkonstante Tp des D-Reglers. Schaltzeiten wie bei
Bildern 4.3.4.1 und 4.3.4.2.

Als optimal fiir die in allen Beispielen der Abschnitte 4.3.1
bis 4.3.5 verwendete Regelstrecke mit Ausgleich und Ver-
zogerung 4. Ordnung (entsprechend Abschnitt 4.1.7) er-
weist sich der PID-Regler mit dem Verstéarkungsfaktor
¢ = 1,43 (Ry = 7 kQ) am P-Regler, der Zeitkonstanten T, =
0,85 s (R2 = 180 kQ) am I-Regler und der Zeitkonstanten
To = 1,9 s (C3 = 4,7 uF) am D-Regler.

T 0 Y T
z 5 < 22 | e o el b 4.3.5 Regelkreis mit PID-Regler aus einem Operations-
o ; verstarker
05 ' Der im Abschnitt 4.3.4 aus drei parallel liegenden und ge-
T | eignet beschalteten Operationsverstarkern aufgebaute
v l PID-Regler 148t sich auch mit einem einzigen Operations-
0 ! I verstérker verwirklichen. Bild 4.3.5 zeigt den kompletten
. | | Regelkreis (der Regler sitzt unten).
o5 | f\ - | s
TV v\‘f | A
r : ‘ Bild 4.3.5.1 zeigt die Abhéangigkeit der RegelgréBe x von
X f ‘ Ty=0.20s FuhrungsgréBe w und StorgroBe z. Zur Zeit t = 10 s wird
0 w = 0,5 eingeschaltet (Schalter S; schlieBen), beit = 40 s
2 l : | wird die StorgroBe z = — 0,2 eingeschaltet (Schalter S,
1 05 [ schlieBen) und nach weiteren 30 s wieder ausgeschaltet.
| j Das Regelverhalten ist fast ebenso gut wie das Optimum
X 0 Ty :[0.1.75 aus Abschnitt 4.3.4.
05 j\ Sucht man den optimalen Regler einer technischen Regel-
T ! strecke, so kann man deren Ubergangsfunktion bestimmen
i (55 oot und auf dem Analogrechner simulieren. Durch Variation
0 [piolses des Reglers und seiner Parameter 148t sich auf dem Analog-
0 20 40 60 80 rechner ein guter Regler finden, der dann wieder in ein
L343 é — technisches Gerat mit entsprechendem Verhalten umge-
izt baut wird.
z
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4.3.6 Regelkreis mit Regelstrecke ohne Ausgleich

Bild 4.3.6 zeigt einen Regelkreis bestehend aus der Regel-
strecke ohne Ausgleich und mit Verzogerung 2. Ordnung
des Abschnitts 4.2.3 und aus einem P-Regler. Bild 4.3.6.1
zeigt den EinfluB der StorgréBe z und der FiihrungsgréBe w
auf die RegelgroBe x fiir verschiedene- Verstarkungsfak-
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toren ¢ = 10 kQ/R des P-Reglers. Der optimale Wert liegt
hier bei ¢ = 2 (R = 5 kQ).

Die beim P-Regler in einer Regelstrecke mit Ausgleict
(siehe Abschnitt 4.3.2) verbleibende Regelabweichung t
hier nicht mehr auf. Der Grund liegt im integralen Verhalte
der Regelstrecke ohne Ausgleich. Diese andert ihr Aus
gangssignal, die RegelgroBe x, solange, bis die Stellgross
und damit die ihr proportionale Regelabweichung zu
geworden sind.

5. Simulation und Lésung
physikalischer Probleme

Jede fiir ein physikalisches Experiment gebaute Apparatl

mit der eine physikalische Abhéngigkeit in einem der Na 0
analogen Modell erforscht werden soll, ist ein Analog
rechner. Die den Problemen zugrunde liegenden Differes:
tialgleichungen haben die gleiche Struktur. So werden z. £
zur experimentellen Bestimmung der akustischen Eigen
schaften von geplanten Konzertsalen, Opernhauser
Theatern und Kulturhallen verkleinerte Modelle gebas
deren ,Akustik” dann bei entsprechend hoheren Frequen
zen gepriift wird, um das Verhaltnis der Schallwellenlanges
zu den Raumabmessungen zu erhalten. Untersuchung e
in Wind- und Strémungskanalen dienen meist dazu, oa
Verhalten groBerer Flugobjekte bereits im Modell zu stu-
dieren. Crash-Tests (Sicherheitstests) der Automobilher
steller sollen tatsachliche Unfallsituationen simulieren,

so Riickschliisse auf mogliche Folgen fiir Fahrzeug u
Insassen zu erhalten. Das Verhalten mechanischer Reso
nanzkreise kann mit analog aufgebauten elektris -_
Schwingkreisen untersucht werden. Und z. B. auch eine




Luftkissenfahrbahn ist ein Analogrechner, wenn damit
allgemeine Aussagen iber den zentralen StoB und iiber
Beschleunigungsvorgénge gemacht werden sollen (vergl.
Abschnitte 5.3.4 und 5.3.5).

Auf dem in diesem Buche beschriebenen elektronischen
Analogrechner kénnen nun, wie die Kapitel 3.2 bis 3.6
zeigen, zahlreiche Differentialgleichungen programmiert
werden. Die physikalischen GroBen werden dabei durch
elektrische Potentiale ersetzt. So bietet sich neben der
Berechnung statischer Abhangigkeiten der Physik vor
allem die Simulation dynamischer Vorgénge an, und in den
folgenden Kapiteln haben Programme hierzu einen breiten
Raum.

Der Themenkreis beginnt bei einfachen Bewegungen der
Kinematik, Ballistik und Dynamik, behandelt den elasti-
schen StoB, Ausgleichsvorgénge, radioaktiven Zerfall, freie
und erzwungene Schwingungen, und endet mit der Be-
handlung der eindimensionalen zeitunabhangigen Schré-
dingergleichung.

5.1. Kinematik

Die Kinematik untersucht Bewegungen materieller Korper
und zeigt dabei den Zusammenhang von Ort, Geschwin-
digkeit und Beschleunigung. Die eine Bewegungsanderung
verursachenden Kréfte bleiben unberiicksichtigt.

Das Kapitel beginnt mit dem Zusammenhang von Weg und
Geschwindigkeit und behandelt hier noch einmal ausfiihr-
lich die zur Rechnung mit physikalischen GréBen notwen-
dige Amplitudenskalierung (siehe auch Abschnitte 1.3.2
und 1.3.3). Am Beispiel zweier sich aufeinanderzu be-
wegender Fahrzeuge werden anschlieBend zwei unter-
schiedliche Losungsansitze gezeigt. Einmal fiihrt die
mathematische Auswertung der physikalischen Gesetze
hier auf ein System von zwei Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten, das entsprechend Abschnitt 3.1.1 geldst wird.
Durch Integration der Geschwindigkeiten dagegen folgt
eine physikalische Simulation des Bewegungsvorgangs
und damit die physikalische Losung des Problems. Es folgt
der Zusammenhang von Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung und als Anwendung ein Programm zum freien Fall.

5.1.1 Weg und Geschwindigkeit
Die Momentangeschwindigkeit v wird gegeben durch
Wegzunahme As pro Zeiteinheit At:

v =§i enauer:; v = lim é£= E
R ik s o R

Ein entsprechendes Gesetz gilt fiir den Zusammenhang
der Ladung Q eines Kondensators und des Stromes I, der
auf den Kondensator flieBt:

_AQ _da
IS 30 | bW =Tt

Oder umgekehrt: Die Ladung Q eines Kondensators zur
Zeit t ist ein MaB fir den bis zur Zeit t geflossenen Strom.
Im Abschnitt 2.1.6 wird bereits mit

t

Q@) = f I dt + Q(0)
0

die mathematische Integration durch die Aufladung eines
Kondensators simuliert.

Entsprechend gilt: Die z. B. von einem Auto zuriickgelegte
Wegstrecke s zur Zeit t ist ein MaB fir die bis zur Zeit t ge-
fahrene Geschwindigkeit v; man schreibt:

t

s(t) = f v dt + s(0)
0

mit dem Weg s(0) zur Zeitt =0
Ein geeignet beschalteter Operationsverstirker liefert im
Abschnitt 2.1.6 als Ausgangsspannung U, das Integral der
Eingangsspannung U; nach der Zeit multipliziert mit einem
Faktor — k:

t

Uo(t) = — k fU1dI + Uo(0)
0

mit k = 1/R1Co und dem Rechenbereich fiir U:
- 10V=EU=+10V

Setzt man U, = awp, mit §, = 10 Vs/m (vergleiche Abschnitt
1.3.2), so folgt:

t
Uo(t) =

= kB | aw dt + Uo(0)
0

mit dem Rechenbereich fiir a,v:
—1m/ls=av=+1m/s

Setzt man entsprechend Uo = assfs mit s = 10 V/m, so folgt:

ass(t) = — avk %” fv dt + ass(0)
0
Fiir as muB also beim Integrierer gelten:
ds. & — a\,k ﬁv’ﬁs

Als Rechenbereich fiir ass folgt:

_1m§assé+1m




:
awv(t) —ED— asslt) =-avk By [,(#)dt +ass(0)
Bs 5
t
va[” _D 055[” = -Uv‘/‘V“)df"‘ 055{0]
0 mit as =-ay
¢
v(t) —ED -slt) = —fv{fidr -s(0)
0
¢
v[t‘} -2s(t) =-2 |v(t)dt -2sl(0)
0
I
-2vh‘} s(t) = [vit)dt +s(0)
0
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Dem Eingang des Integrierers wird das Signal awv zuge-
filhrt, als Ausgangssignal erhélt man dann ass. Dabei er-
scheinen die Ein- und AusgangsgréBen in ihrer richtigen
physikalischen Dimension. Bild 5.1.1 zeigt dazu einige
Beispiele. Die Amplitudenskalierung wird in Abschnitt 1.3.2
ausfiihrlich behandelt.

5.1.2 Begegnung zweier Fahrzeuge
(mathematische Losung)

Auf einer geraden StraBe sind zur Zeit t = 0 zwei Radfahrer
100 m voneinander entfernt. Fahrer 1 soll sich dabei am
Ort s1(0) = 0 und Fahrer 2 am Ort 52(0) = 100 m befinden.
Sie fahren mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten (vi =
6 m/s und v2 = — 4 m/s) aufeinander zu. Wann und wo
treffen sie sich?

Die mathematische L&sung fihrt Giber den Ansatz:

s1(f) = vit + s:(0)
Sa(t) = vat + s2(0)
und mit der Bedingung fiir den Treffpunkt
s1(t) = sa2(t) = s zu einer bestimmten Zeit t auf ein System
von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:
t =slvi
s = vat + 52(0)
Das Gleichungssystem l&Bt sich entsprechend Abschnitt

3.1.1 programmieren. Es muB jedoch vorher noch eine
Amplitudenskalierung (siehe Abschnitt 1.3.2) vorgenom-

men werden:
& 105
10 1 100
s _v t  s(0)

100 Kk [ 10 k
10 k
£t ks
10 10
B
100
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Die RechengroBen t/10 und s/100 diirfen dabei ihre Rech
bereiche nicht iiberschreiten:
-1s=t/10 =+ 1s
—1m=s/100=+1m

Am Operationsverstarker links im Bild 5.1.2 wird aus s/1
entsprechend der oberen Gleichung gebildet:

t s 1

10 100 0.6 m/s

Der nachfolgende Inverter liefert dann + t/10. Am unte
Operationsverstarker wird aus — s(0)/100 = - 1im
— 10 V) und t/10 entsprechend der unteren Gleichung o
bildet:

s t t
o [ 1m+100.4m!s]—1m 100.4 m/s

Als Losung folgt hier: t/10 = 1s (= 10V) und s/100 = 0.6
(= 6 V)! Die Radfahrer treffen sich also nach 10 s am
s =60 m.

5.1.3 Begegnung zweier Fahrzeuge
(Simulation des Vorgangs)

Die Aufgabe aus Abschnitt 5.1.2 soll nun nicht durch ma
matische Lésung des Gleichungssystems sondern du c
ein physikalisches Experiment beschrieben werden.
programmiert man zunéchst einen dem zu losenden
blem analog verlaufenden ProzeB. Man simuliert
physikalischen Vorgang.

Im Abschnitt 5.1.1 wird dem Eingangssignal eines |
grierers die Geschwindigkeit und dem Ausgangssignal
zuriickgelegte Weg in Analogie gesetzt. Man erhalt so
Ort der Radfahrer als Funktion der Zeit.
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Bild 5.1.3 zeigt die beiden Integrierer (Zeitkonstante RC =
10 s) zur Erzeugung der Ortsfunktionen. Unten wird mit
= v1/10 = — 0.6 m/s (= — 6 V) begonnen und als Anfangs-
rt fir den Ort des ersten Radfahrers s;(0) = 0 gewahit
halter Sy geschlossen). Oben wird mit — v,/10 = 0.4 m/s
4 V) begonnen und als Anfangswert fiir den Ort des
iten Radfahrers s2(0)/100 = 1 m (= 10 V) gewahlt
halter S, geschlossen).

Zum Start werden die beiden Schalter S; und S geoffnet,

Bild 5.1.3.1 zeigt die Ausgangssignale der beiden Integrie-

rer. Der Ort sy des ersten Radfahrers nimmt mit der Zeit

stant zu, der Ort des zweiten mit der Zeit ab. Man kann

B. den Treffpunkt und die Zeit vom Start bis zum Treffen
bachten.

5.1.4 Begegnung zweier Fahrzeuge
(physikalische Lésung)

Um die Auswertung des Experiments aus Abschnitt 5.1.3
zu automatisieren, wird den beiden Integrierern fiir s,/100
und — s1/100 ein Komparator (vergleiche Abschnitt 2.4.8)
nachgeschaltet. Dieser hilt die Bewegung des ersten Rad-
fahrers und den Lauf einer Stoppuhr an, wenn beide Fahr-
zeuge sich treffen, d.h. wenn s; — s; = O ist.

Die obere Hélfte des Schaltplans 5.1.4 ist identisch mit der
oberen Halfte aus 5.1.3. In der unteren Hilfte liefert der
Komparator (links) mit dem nachfolgenden Potentiometer
und sich anschlieBenden Inverter die Geschwindigkeit
v1/10, die dann mit einem Integrierer (Zeitkonstante RC =
10 s) zu — s1/100 integriert werden kann.

—o———— (o

—

G0k}
0k}
—L10k}

100 k] 2 k
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Vor Beginn der Rechnung werden fiir den zweiten Rad-
fahrer die Geschwindigkeit — v2/10 = 0.4 m/s (= 4 V) und
der Anfangswert s2(0)/100 = 1 m (= 10 V) eingestellt
(Schalter S, geschlossen). Fiir den ersten Radfahrer wird
als Anfangswert s1(0) = O (Schalter S geschlossen) undals
Geschwindigkeit v1/10 = 0.6 m/s (& 6 V) gewahit (bei ge-
schlossenem Schalter Sz durch Drehen am Potentiometer
einstellen).

Die Ausgangsspannung Ur des mittleren Operationsver-
starkers dient auch als Steuersignal fir die Zeitmessung.
Dazu wird Ur liber einen Schutzwiderstand (2 kQ) auf die
obere rote Buchse der Torschaltung des Digitalzahlers
(575 50) gelegt. Die untere Buchse wird mit der Masse des
Analogrechners verbunden. Torschalter am Digitalzahler
auf ,Start” stellen und geeigneten ZeitmeBbereich wahlen
(Wahlschalter z.B. waagerecht nach rechts). Wenn im
Schaltplan 5.1.4 die Schalter Si, Sz und S3 geschlossen
sind, zahlt der Digitalzahler seine eigene Zeitbasis (z. B.
10 H2).

Nach der im vorletztem Absatz beschriebenen Einstellung
der Anfangswerte wird Schalter S3 geoffnet und der Digital-
zahler auf Null gesetzt.

Zum Start werden der Schalter S; geschlossen und gleich-
zeitig die Schalter S; und S, gedffnet. Der Digitalzahler
startet. Bild 5.1.4.1 zeigt oben das Steuersignal Ur fir den
Digitalzhler und unten die Ausgangssignale der beiden
Integrierer. Wird sz — s1 = 0, so setzt der Komparator v, = 0
und damit auch Ur = 0. Der Digitalzéhler stoppt und s:
bleibt konstant. Die gemessene Zeit, etwa 10 s, und der ge-
messene Weg, etwa 60 m (= 6 V), kdnnen in Ruhe abge-
lesen werden.

Das Programm besteht somit nicht nur aus der Simulation
des physikalischen Vorgangs, sondern es enthalt auch
Hilfen zur Auswertung der interessierenden GroBen.

5.1.5 Geschwindigkeit und Beschleunigung
Die Momentanbeschleunigung a wird gegeben durch Ge-
schwindigkeitszunahme Av pro Zeiteinheit At:

Av bzw. = gi

= e dt

Somit erhalt man entsprechend Abschnitt 5.1.1 fir

t

v(t) = f a dt + v(0)
0

mit der Geschwindigkeit v(0) zur Zeit t = 0. Die Geschwin-
digkeit v eines Gegenstandes zur Zeit t ist ein MasB fiir die
bis zur Zeit t erfahrenen Beschleunigung a.

Aus der Beschleunigung a erhilt man nach einer Integra-
tionsstufe mit Zeitkonstanten RC = 1 s die Geschwindig-
keit — v(t). Einer Beschleunigung von 1 m/s? entspricht

dabei einer Eingangsspannung von 10 V und einer Aus-
gangsspannung von 10 V entspricht eine Geschwindigkeit
von 1 m/s.

alt)—1 >--v[f) aii‘]dt v(0)
10a —.2> -2v
S —C>—
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Bild 5.1.5 zeigt drei Beispiele fiir verschiedene Zeitkonstan-
ten und Normierungsfaktoren. Die Rechenbereiche der
angeschriebenen Eingangs- und AusgangsgroBen gehen
jeweils von — 1 bis + 1 (zur Amplitudenskalierung siehe
Abschnitte 1.3.2 und 5.1.1).

5.1.6 Freier Fall

Das einfachste Beispiel der Kinematik mit nicht verschwin-
dender Beschleunigung ist wohl der freie Fall. Hier gilt mit.
der Erdbeschleunigung g = 9,8 m/s?fiir die Beschleunigung
y eines freien Korpers:

¥
Durch einmalige Integration erhalt man entsprechend Ab-

schnitt 5.1.5 die Geschwindigkeit y(t) und nach einer zwei-
ten Integration entsprechend Abschnitt 5.1.1 den Ort y(t).
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Im Schaltplan 5.1.6 wird am Potentiometer links unten be-
gonnen mit y/100 = — g/100 = — 0.098 m/s? (« 0,98 V). Am
Ausgang des ersten Integrierers (Zeitkonstante RC = 2 s)
erscheint — y/200, am Ausgang des zweiten Integrierers
(Zeitkonstante RC = 5 s) dann y/1000.

Zu Beginn der Rechnung werden die Schalter S; und S,
gedffnet (Anfangswerte y(0) = 0 und y(0) = 0). Bild 5.1.6.1
zeigt die Geschwindigkeit y und Bild 5.1.6.2 den Ort y als
Funktionen der Zeit. Es kénnen so die folgenden Gesetze
experimentell bestatigt werden:

y(t)y = — gt

Sl e
Yy = -gt

0 55 0 ]

T -100 I
b \ 0 tis3) o \
m/s m \
-200 = -1000
D sl 0 0
5161 A s 516.2

5.2. Ballistik

Im AnschluB an das Programm zum freien Fall des Ab-
schnitts 5.1.6 sollen hier Flugbahnen von Korpern im
Schwerefeld der Erde unter Beriicksichtigung von Reibung
oder auch einer nicht verschwindenden Anfangsgeschwin-
digkeit untersucht werden.

Das Kapitel beginnt mit dem EinfluB eines linearen oder
quadratischen Reibungsgesetz auf den freien Fall. Es fol-
gen Programme zum schiefen Wurf ohne Reibung (mit TY-
Schreiber oder XY-Schreiber zu registriaren) und mit einem
linearen Reibungsgesetz. (Fiir die L6ésung des schiefen
Wurfs mit quadratischer Reibung ist der hier beschriebene
Analogrechner zu klein.) Zum SchiuB folgt als ein Beispiel
einer Bewegung mit nicht konstanter Beschleunigung der
Start einer Rakete.

5.2.1 Freier Fall mit linearer Reibung

Der Luftwiderstand eines Flugkorpers duBert sich in einer
die Bewegung hemmenden Kraft, in einer Beschleunigung.
Bei linearem Reibungsgesetz, das hier zunéchst angenom-
men werden soll, ist die eine Bewegung hemmende Be-

schleunigung a proportional der Geschwindigkeit y und ihr
entgegengerichtet:

2R
sl

mit Reibungskoeffizient R und Masse m. Die Gesamt-
beschleunigung j des Flugkérpers setzt sich dann aus der
die Bewegung hemmenden Beschleunigung a und der auf
den Korper wirkenden Erdbeschleunigung — g zusammen.
Es gilt:

i) = -y -
0 = -2y - g

Im Schaltplan 5.2.1 wird am Potentiometer links unten be-
gonnen mit — g/100 und mit — Ry/100 m. Am Eingang des
ersten Integrierers wird davon die Summe gebildet und am
Ausgang (Zeitkonstante RC = 2 s) erscheint — ¥/200; der
Ausgang des zweiten Integrierers (Zeitkonstante RC = 5 s)
liefert dann y/1000.

—[200K}
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1
Y7 uF
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52| 1000
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Die Riickkopplung der Geschwindigkeit y auf den Eingang
des ersten Integrierers folgt iiber einen Spannungsteiler.
Fir Ry = 5kQ folgt R/m = 0.141 s™" und fiir Ry = 10kQ folgt
R/m = 0.045 s7".

Zu Beginn der Rechnung werden die Schalter S;und S,
geoffnet (Anfangswerte y(0) = 0 und y(0) = 0). Bild 5.2.1.1
zeigt die Geschwindigkeit y und Bild 5.2.1.2 den Ort y als
Funktionen der Zeit. Bei R/m = 0.141 s~ zeigt sich bereits
in den ersten 15 s, daB eine maximale Fallgeschwindigkeit
Ye nicht Uberschritten werden kann. Es gilt:

Ye = _*Eg
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Mit R/m = 0.141 s~' folgt ye = — 70 m/s,

mit R/m = 0.045 s~ folgt ye = — 220 m/s.

5.2.2 Freier Fall mit quadratischer Reibung

Bei einem quadratischen Reibungsgesetz, das die Natur
besser beschreibt als das lineare Gesetz des Abschnitts
5.2.1, ist die eine Bewegung hemmende Beschleunigung a
proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit y und ihr
entgegengerichtet:

a=-2y sign
= AL A

mit dem Reibungskoeffizienten R, der Masse m und dem
Vorzeichen der Geschwindigkeit sign y. Die Gesamtbe-
schleunigung y des Flugkdrpers ist die Summe aus der die
Bewegung hemmenden Beschleunigung a und der auf den

Korper wirkenden Erdbeschleunigung — g. Es gilt:
.. ) _ﬁ. CIEAT Ei) o
y(t) = yit)signy — g

Da beim Fall aus der Ruhelage y immer kleiner oder gleich
Null und somit sign y = — 1 ist, folgt:

i =2 y? - g

Im Schaltplan 5.2.2 wird am Eingang des unteren Inte-
grierers die Summe aus — g/100 und Ry?/100 m gebildet.
Am Ausgang (Zeitkonstante RC = 2 s) erscheint — y/200
und am Ausgang des zweiten Integrierers (Zeitkonstante
RC = 5 s) dann y/1000.

Die Riickkopplung der Geschwindigkeit y auf den Eingang
des Integrierers folgt iiber einen Quadrierer und nach-
folgenden Widerstand R;. Fir Ry = 200 kQ folgt R/im =
0.0025 m™~" und fiir R; = 600 kQ gilt dann R/m = 0.00083 m™ "~

Zu Beginn der Rechnung werden die Schalter S; und Sz
geoffnet (Anfangswerte y(0) = 0 und y(0) = 0). Bild 5.2.2.1
zeigt die Geschwindigkeit y und Bild 5.2.2.2 den Ort y als
Funktionen der Zeit. Der Ubergang vom freien Fall mit prak-
tisch konstanter Beschleunigung in den Fall mit konstanter
Geschwindigkeit erfolgt hier plotzlicher als bei linearem
Reibungsgesetz des Abschnitts 5.2.1.

Fir die maximale Fallgeschwindigkeit ye gilt:
RN L
ye R g

Mit R/m = 0.0025 m~' folgt yo = — 63 m/s,
mit R/m = 0.00083 m~' folgt y. = — 109 m/s.
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5.2.3 Schiefer Wurf (Registrierung mit TY-Schreiber)
Beim freien Fall des Abschnitts 5.1.6 wird als Anfangswert
der Geschwindigkeit y(0) = 0 gewahlt. Gibt man dagegen
eine nicht verschwindende Anfangsgeschwindigkeit vo vor,
die im allgemeinen nicht nur eine Y-Komponente sondern
auch eine X-Komponente hat, so spricht man vom schiefen
Wurf.

Bei Vernachlassigung der Reibung gelten als Bewegungs-
gleichungen fiir die Y- und X-Komponenten der Bahnkurve:
y=-g und X =V

mit den Anfangswerten y(0) = 0, x(0) = 0, y(0) = vy und mit
Vyz + sz = VOZ.

Zur Losung des Problems kann man einmal jede der beiden
Bewegungsgleichungen fiir sich getrennt programmieren.
Bei gemeinsamem Start kann man dann auf einem XY-
Schreiber (57566) die Bahnkurve erhalten (siehe Pro-
gramme 5.2.4 bis 5.2.6). Hier soll dagegen nur eine einzige
Bewegungsgleichung, und zwar fiir y als Funktion von x,
programmiert werden, um die Bahnkurve mit einem TY-
Schreiber (57560) registrieren zu kénnen. Dazu wird mit
X = vt aus y(t) die entsprechende Funktion y(x) erzeugt.
Es gilt:

=<

dy 1 &y i
Xz vxzdtz 'li'ng

y'(x) =

a

Mit y(0) = v, folgt als Anfangswert von y'(x):

ey = O _ 1idy
y'x) dx "=y dt

2
Oy II_‘"E__
y'(0) e v 1

Mit den Integrierern eines Analogrechners kdnnen nur
Integrale nach der Zeit berechnet werden (siehe Ab-
schnitte 1.3.3 und 2.1.6, vergleiche auch Vorbemerkung zu
Kapitel 3.2). Zur Losung der Gleichung

1
29

r.rx = —
Yy’ (x) v

muB man bei den Integrierern die Zeit t als unabhéngige
Variable ersetzen durch x = t/a. Mit y;(x) am Eingang eines
Integrierers erhilt man dann an dessen Ausgang (Zeit-
konstante RC):

X

yo0) = = == | y1(x) dx + yo(0)

RCO

Der Skalierungsfaktor & = 0,03 s/m wird hier einmal so ge-
wahlt, daB der interessierende Bereich von x (1000 m)
einer gut darstellbaren Zeit t (30 s) entspricht. Bei Registrie-
rung mit einem Papiervorschub des TY-Schreibers von 20
cm/min entspricht dann einer Entfernung von x = 1000 m
ein Papiervorschub von 10 cm. Als Amplitudenskalierungs-
faktor fiir y (siehe Abschnitt 1.3.2) wird a = 1/1000 gewahit,
so daB mit der Eingangsempfindlichkeit des TY-Schreibers
von 1 V/cm einer Registrierung von 10 cm (=10 V) eben-

falls eine Entfernung von y = 1000 m entspricht. Die Bahn- -

kurve erscheint auf dem Registrierpapier somit winkeltreu.
Die Skalierungsfaktoren sind dabei optimal fiir eine An-
fangsgeschwindigkeit vo = 100 m/s gewahilt.

Im Schaltplan 5.2.3 wird am Potentiometer links oben mit
— 1000/v«* begonnen. Der Inverter multipliziert mit g, an
seinem Ausgang erscheint 10 g/v,2 = — 10 y". Der nach-

100 k 100 k
100 k

0.1
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folgende Integrierer (Zeitkonstante RC = 0.94 s) liefert:

X
o - 10ea ,
Rcof( 10y dx + - ¥(0)

X

1 1 1
e T e = (8 it
10 0 ¥y 10

m

(RC/10 « ist etwa gleich }/10). Ein zweiter Integrierer (Zeit-
konstante RC = 9.4 s) zeigt als Ausgangssignal (RCl« ist
hier etwa gleich 100 y/10):

X

a fy'(x)
-2 ) L2 dx = - y(x/1000
RC 5" V10 4

Wenn der Rechenfehler klein bleiben soll, sind bei diesem
Programm die Operationsverstérker besonders gut abzu-
gleichen (siehe Abschnitt 1.4.1).

Die Anfangswerte werden bei geschlossenen Schaltern
S, und S; eingestellt. Es gilt y(0) = 0 und y'(0) = vy/Vx. Der

zweite Anfangswert wird in der unteren Halfte des Schalt-
bildes 5.2.3 automatisch berechnet. Der Summierer bildet

(mit vo = 100 m/s):
Tl .
10 \v?

Der nachfolgende Radizierer liefert dann:

Mit dem Potentiometer links oben kann damit gleichzeitig
y"" und y'(0) so gedndert werden, daB mit vo = 100 m/s
immer gilt:

viZ + v? = vo?

Es wird also bei festem Betrag der Anfangsgeschwindigkeit
vo nur deren Richtung variiert. Der AbschluBwinkel kann
leicht iiber das Ausgangssignal A des Radizierers einge-
stellt werden. Es gilt:

e i Y 0 @ 1BV RIPB0P

m\ﬁ:

- 0.32 (& — 3.2V) fiir 45°
- 0.55 (= — 5.5 V) fiir 60°

Mit Beginn der Rechnung werden die Schalter S; und Sz
gedffnet. Bild 5.2.3.1 zeigt die Bahnkurven y(x) fiir drei ver-
schiedene AbschuBwinkel. Es zeigt sich, daB die groBte
Entfernung mit einem Startwinkel von 45° tiberbriickt wird.
Die Wurfweiten fiir 30° und 60° sind gleich (mit Reibung
siehe Abschnitt 5.2.6). Bild 5.2.3.1 zeigt dabei die Registrie-
rung des TY-Schreibers im MaBstab 1:2.

Die zur Registrierung mit dem TY-Schreiber notwendige
Zeit ist hier jedoch kein Mas fiir die echte Flugzeit. Erst bei
Registrierung mit einem XY-Schreiber kann das Programm
so gestaltet werden, daB Rechenzeit und Flugzeit iberein-
stimmen.

5.2.4 Schiefer Wurf (Registrierung mit XY-Schreiber)
Steht ein XY-Schreiber (z. B. 575 66) zur Registrierung der
Ergebnisse zur Verfiigung, konnen die im Abschnitt 5.2.

fiir den schiefen Wurf angegebenen Bewegungsgleichun-

A ‘L‘: P T B B gen getrennt programmiert werden. Bei Vernachldssigung
e T R Y10 % der Reibung gilt fiir die Y- und X-Komponenten der Bahn-
s
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y=-g und X = Vx

mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0, x(0) = 0, y(0) = vy
und mit vs2 + v,2 = vo?. Als Anfangsgeschwindigkeit vo wird
wieder 100 m/s gewahit, jedoch soll der AbschluBwinkel

hier fest 45° betragen. Somit gilt vx = v, = 70,7 m/s.

Im Schaltplan 5.2.4 wird in der oberen Halfte aus x/100 mit
einem Integrierer (Zeitkonstante RC = 10's) — x/1000 er-
zeugt. In der unteren Halfte wird mit y/100 = — g/100 =
— 0.098 m/s? (= — 0.98 V) begonnen. Der erste Integrierer
(Zeitkonstante RC = 1 s) liefert — y/100, der zweite Inte-
grierer (Zeitkonstante RC = 10 s) gibt y/1000.

Mit Beginn der Rechnung werden die Schalter S4,S2und Sa
geoffnet (Anfangswerte y(0) = 0, x(0) = 0 und y/100 =
%/100 = 0.707 m/s (= 7.07 V) vorher einstellen). Bild 5.2.4.1
zeigt die Losung auf einem XY-Schreiber registriert. Als
Zeit wird flir die Wurfweite von 1000 m etwa t = 14,1 s be-
notigt.

5.2.5 Schiefer Wurf mit einstellbarem Winkel

Um den AbschuBwinkel frei wahlen zu konnen, muB man
den Schaltplan 5.2.4 durch ein Programm erganzen, das
entsprechend v.2 + v,? = vo’ aus dem Anfangswert vy auto-
matisch die dazu passende Geschwindigkeitskomponente
v. berechnet. Als Anfangsgeschwindigkeit vo wird im fol-
genden wieder 100 m/s gewahit.

Der Schaltplan 5.2.5 zeigt das komplette Programm. Links
unten wird wieder aus #/100 = — g/100 durch zweimalige
Integration y/1000 gebildet. Der Anfangswert y(0)/100 =
v,/100 wird auch einem Quadrierer zugefiihrt. Dieser liefert
(v,/vx)2. Der nachfolgende Summierer bildet 1 — (vylvi)2.

Der Radizierer gibt

; 1 =5 o
—ﬂw0=—mw0=—ﬁﬁwﬁ—wf

und der nachfolgende Integrierer (Zeitkonstante RC = 10s)
liefert dann x/1000.

Mit Beginn der Rechnung werden die Schalter S1,S2und S3
geoffnet (Anfangswerte y(0) = 0, y(0)/100 und x(0) = O vor-
her einstellen). Bild 5.2.5.1 zeigt mit einem XY-Schreiber
registrierte Losungen fiir verschiedene AbschuBwinkel.

5.2.6 Schiefer Wurf mit linearer Reibung

Der Luftwiderstand eines Flugkorpers duBert sich in einer
die Bewegung hemmenden Kraft, in einer Beschleunigung.
Bei linearem Reibungsgesetz, das hier angenommen wer-
den soll, ist die eine Bewegung hemmende Beschleunigung
a proportional der Geschwindigkeit und ihr entgegenge-
richtet. Die Beschleunigung 1Bt sich in Y- und X-Kompo-
nente aufteilen und es gilt:

. o B
a.,——:n—y und a;—-—“rEX '

mit Reibungskoeffizient R und Masse m. Fiir die Losung
des schiefen Wurfs mit einem quadratischen Reibungs-
gesetz, das die Natur besser beschreibt als ein lineares
Gesetz, ist der hier beschriebene Analogrechner zu klein. .

Die Gesamtbeschleunigung des Flugkorpers setzt sich I
aus der die Bewegung hemmenden Beschleunigung a und ]
der auf den Korper wirkenden Erdbeschleunigung — g zu- :
sammen. Fiir die Bewegungsgleichungen gilt: ‘
1
|

R . o R .

By =Yg und
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mit den Anfangswerten y(0) = 0, x(0) = 0, y(0) = vy, x(0) = vx
und mit vi® + vy = vo?. Als Anfangsgeschwindigkeit vo wird
wieder 100 m/s gewdhlt und fiir R/m soll gelten: R/m =
(055 [t

Im Schaltplan 5.2.6 wird links unten vor dem Eingang des
ersten Integrierers die Summe y/100 = — y/1000 — g/100
gebildet. Am Ausgang des Integrierers (Zeitkonstante
RC = 1 s) erscheint — y/100 und der zweite Integrierer
(Zeitkonstante RC = 10 s) liefert dann y/1000. Rechts
unten wird wie im Abschnitt 5.2.5 aus y(0)/100 der Anfangs-
wert x(0)/100 berechnet. Rechts oben wird mit — X/100 =
x/1000 am Eingang eines Integrierers an dessen Ausgang
(Zeitkonstante RC = 1 s) x/100 gebildet. Am Ausgang des
zweiten Integrierers (Zeitkonstante RC = 10 s) erscheint
dann — x/1000.

Es werden insgesamt vier Schalter bendctigt. Wenn der
programmierbare Schalter (§7607) nicht zur Verfiigung
steht, ist zusdtzlich zum Satz Steckelemente (576 03) ein
Kippschalter (579 13) erforderlich.

Zu Beginn der Rechnung werden die Schalter Si, Sz, Ss
und S4 gedffnet (Anfangswerte y(0) = 0, y(0)/100, x(0) = 0,
x(0)/100 vorher einstellen). Bild 5.2.6.1 zeigt mit einem XY-
Schreiber registrierte Losungen fiir verschiedene AbschuB-
winkel. Die Reichweiten sind infolge der Reibung erheb-
lich kleiner als im Bild 5.2.5.1. Die groBte Weite wird mit
einem AbschuBwinkel erreicht, der kleiner als 45°ist.

5.2.7 Beschleunigung einer Rakete

Wenn man von aerodynamischen Kraften und Gravitations-
kraften absieht, andert eine Rakete ihren Bewegungs-
zustand nur durch den RiickstoB schneller Teilchen, die im
Raketentriebwerk z.B. durch Verbrennung des von der
Rakete mitgefiihrten Treibstoffs erzeugt und mit einer

Geschwindigkeit ¢ (z. B. 2000 m/s) relativ zur Rakete aus:
gestoBen werden. Wahrend des Beschleunigungsvorgang
verringert sich somit die Masse der Rakete von der Start
masse mpo bis auf eine Restmasse me (z. B. 0.2 my), die vor
den leeren Treibstoffbehaltern und der Nutzlast gegebes
wird.

Der Schub einer Rakete ergibt sich aus dem Produkt vos
Massedurchsatz je Sekunde (— m) und Strahlgeschwindig:
keit (c). Bei Vernachlassigung von Gravitation und Reibu
folgt als Bewegungsgleichung:

my = — mc

Die Geschwindigkeit ¢ soll in den folgenden Betrachtunges
der Geschwindigkeit y der Rakete immer entgegengesetat
gerichtet sein. Es |14Bt sich dann eindimensional rechnen
Die Normierungsfaktoren sind hier optimal gewahlt fiir eing
Startmasse mo = 1000 kg, einen Massedurchsatz ve
— m = 50 ka/s bis — m = 100 kg/s, eine Endmasse m. =
0.2 mo = 200 kg und eine Strahigeschwindigkeit von ¢
1000 m/s bis ¢ = 2000 m/s.

Im Schaltbild 5.2.7 wird links oben mit einem Komparate
begonnen. Er liefert flir m > 0.2 mo, d. h. solange die Rakets
noch nicht ausgebrannt ist, ein groBes positives Ausgangs
signal. Am nachfolgenden Potentiometer kann — m/508
eingestellt werden. Hieraus entsteht durch Integration
(Zeitkonstante RC = 2 s) links unten — m/1000. Dieses
Signal wird einmal dem unteren Eingang des Komparate
und auch dem Dividierer als Nenner (< 0!) zugefiihrt.

Der Zéhler wird am liber dem Dividierer liegenden Operz
tionsverstérker aus — m/500 durch Multiplikation mit ¢/1008
gebildet. Der Wert von ¢ kann mit dem Widerstand R; ge-
wahlt werden. Es gilt: ¢ = 1000 m/s fiir R; = 100 kQ und ¢
2000 m/s fir Ry = 200 kQ. Der Dividierer liefert dann:
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Aus der Beschleunigung bildet der Integrierer (Zeitkon-
stante RC = 10 s) rechts unten = y/5000 und der folgende
Integrierer (Zeitkonstante RC = 5 s) berechnet dann
y/25000.

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen Schal-
tern S;, S, und S; die Anfangswerte y(0) = 0, y(0) = 0 und
m(0)/1000 = 1 kg (= 10 V) gewéhlt. Am Potentiometer links
oben wird — m/500 = 0.1 kg/s (= 1 V) oder — m/500 = 0.2
kg/s (& 2 V) eingestellt und mit Ry der Wert der Strahl-
geschwindigkeit ¢ vorgegeben.

Werden die Schalter S;, S, und S; gleichzeitig gedffnet,
beginnt die Rechnung. Bilder 5.2.7.1 bis 5.2.7.4 zeigen die
Ergebnisse, die ausgezogenen Kurven fiir m = — 50 kg/s
und ¢ = 1000 m/s, die gestrichelten Kurven fir m = — 100
kg/s und ¢ = 1000 m/s, die gepunkteten Kurven fiir m =
— 50 kg/s und ¢ = 2000 m/s.

Die Masse m nimmt bei konstantem Massedurchsatz ge-
radlinig ab, bis die Endmasse me erreicht ist (Bild 5.2.7.1).
Jetzt wird das Ausgangssignal des Komparators auto-
matisch auf Null gesetzt, damit folgt m = 0 und m andert
sich nicht mehr. Die Rakete ist ausgebrannt und bewegt
sich mit konstanter Geschwindigkeit y. weiter (Bild 5.2.7.3).
Diese Endgeschwindigkeit ist nur von ¢ und mo/me abhan-
gig, nicht von m. Der Massedurchsatz braucht auch nicht
konstant zu sein.

Die von der Mathematik gelieferte Formel

Ye = y(0) + ¢ In mo/me
148t sich experimentell bestatigen. Hier ist y(0) = 0.
Mit mo/me = 5 und ¢ = 1000 m/s folgt y. = 1600 m/s,
mit mo/me = 5 und ¢ = 2000 m/s folgt y. = 3200 m/s.
Die wiahrend der Brenndauer von 8 s bei m = — 100 kg/s

und von 16 s bei m = — 50 kg/s auftretenden Beschleuni-
gungen zeigt Bild 5.2.7.2. Die Flughohen y als Funktion der

e — (o0
= “d 53
100k ’ 1000 m/s p 0% e I—/ ol e
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500
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Zeit werden in Bild 5.2.7.4 wiedergegeben. Auch hier zeigt
sich wie schon im Bild 5.2.7.3 deutlich, daB bei groBerem
Massedurchsatz die Endgeschwindigkeit friiher erreicht
aber nicht verandert wird, solange die Strahlgeschwindig-
keit festgehalten wird.

37 500 el |
c=2000m/s /1000 m/s
a0 | d—F 5
P
S | |
25000 Y |
|- 327
| Sy & |
L
| 1.7
| l :-'f / I |
oo e
# | |
12500 ' I £ !
J' : | |
I -1001@9,’ 7/50 kgls :
P4 | !’f“h |
m 'y
Gileketi | |
0 10 ¢ 20 30 40
5274 5

Um schnell groBe Entfernungen iberbriicken zu kénnen,
missen also die Strahlgeschwindigkeit ¢ und das Masse-
verhaltnis mo/m. moglichst groB gewahlt werden. Beiden
Wiinschen sind aber Grenzen gesetzt. Bei thermischen
Triebwerken ist ¢ meist kleiner als 5000 m/s und mo/me
meist kleiner als 5. Die maximal erreichbare Geschwindig-
keit einer einstufigen Rakete ist somit kleiner als 8000 m/s.
Sie reicht fir eine Erdumlaufbahn dann nicht aus.

Um groBere Geschwindigkeiten zu erreichen, werden des-
halb mehrstufige Raketen gebaut. Nach dem Ausbrennen
der ersten Stufe verbleibt z. B. die Masse me = 0.2 mo. Die
leeren Treibstoffbehélter werden abgesprengt, um die
Masse weiter zu verkleinern. Die ,Nutzlast” besteht aus
einer zweiten Raketenstufe, die z. B. wiederum etwa 80%
ihrer Masse als Treibstoff mitfiihrt. Diese zweite Stufe hat
bereits vor ihrer Ziindung die Endgeschwindigkeit y. der
.ersten Stufe als Anfangsgeschwindigkeit y(0). Somit ergibt
sich als Endgeschwindigkeity.*der zweiten Stufe mit mg
als Anfangsmasse und m; als Endmasse der zweiten Stufe:

¥o = y(0) + ¢ In ma/lm2 = 2 ye

Mit dem Abbrennen der zweiten Stufe kann somit die
Geschwindigkeit verdoppelt werden.

5.2.8 Beschleunigung einer Rakete im Schwerefeld, mit
Reibung ;

In der Nahe der Erdoberfliche wirken auch aerodyna-
mische Krafte und Gravitationskrafte auf eine Rakete ein.
Will man dies berlicksichtigen, ist die Bewegungsgleichung
des Abschnitts 5.2.7 entsprechend zu ergéanzen. Um weiter-

hin eindimensional rechnen zu kénnen, wird angenom

daB die Schwerkraft dem Schub der Rakete und damiti
Geschwindigkeit genau entgegengesetzt gerichtet ist
daB sich die aerodynamischen Krafte allein durch &
guadratisches Reibungsgesetz (siehe auch Abschnitt 5
beschreiben lassen. Es gilt dann in Erweiterung des
schnitts B2

my = —mc — mg — R*v? signy

Im folgenden Programm wird fest sign y = 1 gesetzt, w
fiir y > 0, d. h. solange die Rakete steigt, erlaubt ist. Fe

wird einfacherhalber angenommen, daB der Reibungs
koeffizient R* nicht konstant ist, sondern gegeben
durch R* = R m/me.. Nach Division durch m erhdlt man dann

j=-To-g-Ay
m Mme
Diese Gleichung ist im Schaltplan 5.2.8 programmiert. C
Normierungsfaktoren sind wieder optimal gewahit fiir eing
Startmasse moe = 1000 kg, einen Massedurchsatz ve

- m = 50 kg/s bis — m = 100 kg/s, eine Endmasse me =
0.2 mo, eine Strahlgeschwindigkeit von ¢ = 1000 m/s bis
¢ = 2000 m/s, fiir eine Erdbeschleunigung g = 10 m/s
und Reibung R/me = 1074 m™!

Der Schaltplan 5.2.8 ist gegen 5.2.7 nur an zwei Punkten er
ganzt; beide liegen rechts unten vor dem Integrierer fis
y/5000. Am unteren Eingang des integrierers (Zeitkon-
stante RC = 10 s) liegt wie im Schaltplan 5.2.7 vom Divi-
dierer das Signal — mc/500 m, am mittleren Eingang (Zeit:
konstante RC = 2 s) erscheint als Ausgangssignal eine
Quadrierers y?R/2500 me mit R/me = 10~* m~'. Dem obere
Eingang (Zeitkonstante RC = 2 s) wird g/2500 = 0.004 m/s*
(& 0.04 V) zugefiihrt. Am Ausgang erscheint dann das Inte
gral der Summe der Eingangssignale:

g) dt =

f Uk, g 1 e R
10 500 m 2 2500 me 2 2500

g Ang
f5000ydf-50001'

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen Schal-
tern S, S; und S3 die Anfangswerte y(0) = 0, y(0) = 0 und
m(0)/1000 = 1 kg (= 10 V) gewahit. Am Potentiometer links
oben wird — m/500 = 0.1 kg/s (= 1 V) eingestellt und mit
R; = 100 kQ die Strahlgeschwindigkeit c = 1000 m/s vor-
gegeben. Es gilt ferner g = 10 m/s? und R/me = 10°* m™"
falls die entsprechenden Koppelwiderstande nicht entfernt
sind.

Werden die Schalter S, Sz und Sz gleichzeitig gedffnet, so
beginnt die Rechnung. Bild 5.2.8.1 zeigt die Flughdhe y als
Funktion der Zeit fiir R/me = 0 und ohne g in der ausge-
zogenen Kurve, mit g in der gestrichelten Kurve und bei
Beriicksichtigung von R/me = 107 m™"' und g = 10 m/s? in
der rechten ausgezogenen Kurve.
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Bild 5.2.8.2 zeigt noch einmal die letzte Kurve aus Bild
5.2.8.1, jedoch iiber einen langeren Zeitraum. Die Rakete
erreicht hier nach etwa 75 s ihre maximale Flughéhe und
beginnt dann wieder zu sinken. Jetzt ist jedoch das Pro-
gramm falsch, es miiBte hier sign y = = 1 sein. Die gestri-
chelte Kurve zeigt die Bahn mit einer maximalen Sink-

geschwindigkeit entsprechend dem freien Fall mit quadra-_

tischem Reibungsgesetz (siehe Abschnitt 5.2.2).

5.3. Dynamik

Wihrend die Beispiele der Kinematik sich darauf be-
schrankten, den Zusammenhang zwischen Beschleuni-
gung, Geschwindigkeit und Bahnbewegung aufzuzeigen,
werden in den Beispielen der Ballistik und Dynamik die eine
Beschleunigung verursachenden inneren und &uBeren
Krafte mit in die Betrachtung einbezogen.

Das Kapitel beginnt mit Fragen aus der Welt der Kraftfahr-
zeuge. Beim Beschleunigungsvorgang wird mit vorge-
gebener Motorleistung, Masse und Reibungskraft experi-
mentell die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit be-
stimmt. Es folgen Abhéngigkeiten von Motorleistung,
Masse und Reibungskoeffizient. Insbesondere beobachtet
man, daB eine Verdopplung der Motorleistung oder Halbie-
rung des Reibungskoeffizienten bei weitem keine Ver-
dopplung der Endgeschwindigkeit bedeutet. Die Hochst-
geschwindigkeiten von Personenkraftwagen liegen eben
fast alle im Bereich von 100 km/h bis 200 km/h.

In weiteren Programmbeispielen wird das Ausrollen und
Abbremsen eines Kraftfahrzeugs untersucht. Es folgen
dann noch einige Experimente zum Impulserhaltungssatz
und zum elastischen zentralen Sto8.

93




5.3.1 Beschleunigung eines Kraftfahrzeuges

Die in kW oder PS angegebene maximale Leistung eines
Automotors gilt jeweils nur fiir einen bestimmten Dreh-
zahlbereich. Durch geeignete Wahl des Getriebes kann
man jedoch fiir groBere Geschwindigkeiten v fast immer
im ginstigsten Drehzahlbereich verbleiben und somit dort
den Beschleunigungsvorgang mit konstanter Leistung P
berechnen. Fiir die das Kraftfahrzeug beschleunigende
Kraft F gilt dann:

F = Plv

Bei sehr kleinen Geschwindigkeiten, d.h. beim Anfahren
des Kraftfahrzeuges, muB die Kraft F jedoch endlich sein.
Es soll deshalb im folgenden gelten:

e P
vo(v) + v

Die Korrektur vo(v) muB dabei fiir kleine v endlich und
groBer Null sein und bei groBeren Geschwindigkeiten, ins-
besondere bei der Endgeschwindigkeit vimax verschwinden.
Der das Kraftfahrzeug beschleunigenden Kraft F treten die
Tragheit der Masse m und die Reibung R (Luft- und Roll-
widerstand) entgegen. Mit einem quadratischen Reibungs-
gesetz folgt fiir v = 0:
F = mv + Rv?

Nach Einsetzen von F und Auflésung nach v gilt:

c- et cBit aie
% _m(\ro(v) +v RV2>

wird gewihlt:
O0=viI50=1m/s

Somit werden Geschwindigkeiten bis 50 m/s = 180 km/h
erfaBt.

Im Schaltplan 5.2.1 ist bereits eine entsprechende Ampli-
tudenskalierung beriicksichtigt worden. Aus der Beschleu-
nigung — v/50 am Eingang des Integrierers (Zeitkonstante
RC = 1 s) erhélt man an dessen Ausgang die Geschwindig-
keit v/50. Zur Bildung von —(vo + v)/50 benétigt man ge-
eignetes vo(v). Wie spéater gezeigt wird, steht am Ausgang
des letzten Operationsverstarkers eine Kraft zur Verfiigung,
die eine passende Abhangigkeit von der Geschwindigkeit v
aufweist. Diese Kraft wird mit 5 A multipliziert (A = 1 m/Ns)
und dann willkiirlich gleich vo gesetzt:

— P —
Vo(v) = 5 A(___vo(v) T R v2> 1074

mitvo(0) =5 AP 10 = 5 m/s (fiir P = 50 kW) und
VO(VW) =0.

Der obenliegende Operationsverstarker erzeugt dann die
Summe:

A vo VN :
GO5A+5O>_ (vo + v)/50

Wird mit dem Potentiometer rechts oben die Leistung
107*P/50 eingestellt (fiir P = 50 kW. z.B. U = 1 V), so er-
scheint am Dividierer die Kraft:

P

e L AN S -4
Fiir einen mittleren Personenkraftwagen gilt z. B. fiir Masse Vo(v) + v g
m = 10° kg, Reibungskoeffizient R = 1 kg/m und Leistung
P = 50 kW. Als Rechenbereich fiir die Geschwindigkeit
+
0w}
Bie
£ 10 .
| otV 10 k| 2 kg/m
r 50
—— L7 uF = ‘_ P -4
{10k} A bt T\ va#v 0
Vo .8- ~ . A o 5 k
5A ; T
oo i = ( = -F?VZ) 107
g e iV v? VotV
Fﬂ S0 50 2500
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Der Multiplizierer ergibt v?/2500 und am
Summierer wird die Kraft

B P 2 -4
(vo{v) o R v> 10

gebildet, wobei der Widerstand Ry = 20 kQ gesetzt werden
muB, wenn der Reibungskoeffizient R = 1 kg/m sein soll.
Es gilt:

_ 20 kQ kg
it R1 m

Am linken Operationsverstarker wird die Kraft durch die

Masse m dividiert und am Ausgang erscheint dann schlieB-
lich wieder die Beschleunigung

LN X P Y )1_=_1
m \vo(v) + v 50 50

o | i 80/kW
| |
| //1”/ __P=SOKW
T e
5 A e L—— 1 _20/kW
T é/,/ | e
v L |
=y ,_ m=10kg
| R=1kg/m
0
0 10 20, 30 40
5311 s

Es muB fiir den Widerstand R, = 50 kQ gesetzt werden,
soll die Masse m = 10° kg sein. Es gilt:

m 50 kQ 10° kg

Vor Beginn der Rechnung werden mit dem Potentiometer
rechts oben die gewiinschte Leistung P, mit Widerstand
R; am rechten Operationsverstarker der Reibungskoeffi-
zient R, mit Widerstand Rz am linken Verstérker die Masse
m des Kraftfahrzeuges vorgegeben und durch SchlieBen
des Schalters S der Anfangswert der Geschwindigkeit
gleich Null gesetzt: v(0) = 0. Wird nun der Schalter S ge-
offnet, beginnt die Rechnung und v(t) gibt die Geschwin-
digkeit des Kraftfahrzeuges als Funktion der Zeit.

Bild 5.3.1.1 zeigt zunichst bei fester Masse m = 10° kg
und festem Reibungskoeffizienten R = 1 kg/m die Ab-
héangigkeit des Geschwindigkeitsverlaufs von der Motor-
leistung P. Die maximal erreichbare Endgeschwindigkeit
Vmax ist proportional der 3. Wurzel aus der Leistung.

Bild 5.3.1.2 zeigt bei fester Masse m = 10° kg und fester
Leistung P = 50 kW die Abhangigkeit des Geschwindig-

[ 0.5kg/m |
| R=1kg/m |
= 2 kg/m
25 et L e
i
|
1/
> .
mis | m=107° kg
| | ‘ P=50 kW
0
0 10 20 30 40
5312 =

keitsverlaufs vom Reibungskoeffizienten R. Die maximal
erreichbare Endgeschwindigkeit vmax ist proportional der
3. Wurzel aus dem reziproken Reibungskoeffizienten. Es

gilt hier etwa:
3
P 1
max R

Die Abweichung der registrierten Endgeschwindigkeit vom
theoretischen Wert in Hohe von hier etwa 6% ist eine Folge
des Fehlers der Zeitkonstante beim Integrierer und des
Fehlers am Dividierer.

Bild 5.3.1.3 zeigt bei fester Leistung P = 50 kW und festem
Reibungskoeffizient R = 1 kg/m die Abhangigkeit des
Geschwindigkeitsverlaufs von der Masse m. Die End-
geschwindigkeit ist unabhangig von der Masse, wird aber
bei kieiner Masse eher erreicht.

Haufig wird bei Kraftfahrzeugen als MaB der Beschleuni-
gung die Zeit angegeben, die notwendig ist, um aus dem
Stand eine Geschwindigkeit von 100 km/h = 27,8 m/s zu
erreichen. Eine kurze Zeit bedeutet dabei eine groBe Be-
schleunigung. Die Zeiten der in den Bildern 5.3.1.1 bis
5.3.1.3 angegebenen Kurven sind gegeniiber realen Kraft-
fahrzeugen etwas kiirzer, da hier mit optimalem Getriebe,
d.h. F = Plv, gerechnet wurde (siehe den 1. Absatz dieses
Abschnitts).

50 —
0810%kg  |m=10°kg
o 70
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v
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5.3.2 Ausrollen eines Kraftfahrzeuges

Der Luft- und Rollwiderstand eines Kraftfahrzeuges be-
grenzt im Abschnitt 5.3.1 bej vorgegebener Motorleistung
die maximal erreichbare Geschwindigkeit. Fiihrt der Motor
keine Leistung mehr zu (wird die Kupplung getreten), so
bremst bereits der Luft- und Rollwiderstand das Kraft-
fahrzeug wieder ab. Mit der Masse m, der Geschwindigkeit
v und dem Reibungskoeffizienten R gilt dann bei quadra-
tischem Reibungsgesetz fiir die das Fahrzeug beschleuni-
gende (abbremsende) Kraft: mv = — R v2. Als Beschleuni-
gung folgt:

Fir einen mittleren Personenkraftwagen gilt z. B.: Masse
m = 10°® kg und Reibungskoeffizient R = 1 kg/m. Als
Rechenbereich fiir die Geschwindigkeit wird wie im Ab-
schnitt 5.3.1 wieder gewahlt:

O0=v/i50=1m/s .

Der untere Teil des Schaltplans 5.3.2 ist entsprechend Bild
5.3.1 aufgebaut. Aus der Beschleunigung — v/50 erhalt man
nach einem Integrierer die Geschwindigkeit v/50. Der
Multiplizierer erzeugt v2/2500, der nachfolgende Opera-
tionsverstérker bildet die Kraft — R v2 107* und der linke
Rechenverstérker liefert dann wieder (mit R = 1 kg/m und
m = 10° kg):

B 0 IR R R
Bom 50 ¥

Zur Berechnung des wahrend des Ausrollens zuriickge-
legten Weges s(t) wird in der oberen Hélfte des Schalt-
plans 5.3.2 zundchst — v/500 und dann mit einem Inte-

50 2000

N

1000 |/
T / |
|
=
m/s
0 0
0, 100 0 100

e —_———

5321 s s

3|n —

5322

grierer (Zeitkonstante RC = 4 s) gebildet:

t

st 51
2000 - 2000 v e

Vor Beginn der Rechnung werden die Schalter £; und
geschlossen und die Anfangswerte v(0)/50 = 0.8
(= 8 V) und s(0) = 0 eingestellt. Werden die Schalter n
gleichzeitig gedffnet, so beginnt die Rechnung.

Bild 5.3.2.1 zeigt die Geschwindigkeit v(t) und Bild 5.3.
den zuriickgelegten Weg s(t) als Funktionen der Zeit. G '
allein das oben angegebene quadratische Reibungsgesetz
so kdame das Fahrzeug nie ganz zur Ruhe und wiirde sogar
beliebig weit fahren. Bei kleinen Geschwindigkeiten komm#
jedoch noch eine geschwindigkeitsunabhingige Reibungs-
kraft hinzu, so daB ein Fahrzeug doch irgendwann stehen
bleibt. Strecken von 2000 m kénnen aber durchaus erreicht
werden.
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5.3.3 Abbremsen eines Kraftfahrzeuges

Der Luft- und Rollwiderstand allein reicht in den meisten 200 ~— 200 200
Féllen zum Abbremsen eines Kraftfahrzeuges nicht aus. /

Es muB dann z. B. zusétzlich eine Bremse betitigt werden. /
Die folgende Betrachtung gilt bei geléster Kupplung, d. h. /

ohne Bremswirkung des Motors durch Drosselung der
Kraftstoffzufuhr.

100 / 100

100
Mit der Masse m, der Geschwindigkeit v, dem Reibungs-
koeffizienten R bei quadratischem Reibungsgesetz und
der zusétzlichen Verzogerung — a einer betitigten Bremse
gilt fir die das Fahrzeug beschleunigende (abbremsende)
Kraft: mv = — Rv? + ma. Fiir die Beschleunigung des Fahr-
zeugs folgt: 0 0 0

3|ln —s

50 50 50
v=-Bp,,
i \
Fur einen mittleren Personenkraftwagen gilt z. B. fiir Masse
m = 10° kg, Reibungskoeffizient R = 1 kg/m und zusitzliche 5t = \

Bremsverzdgerung — a = 5m/s?. Als Rechenbereich fiir die 25 \
Geschwindigkeit wird wie in den Abschnitten 5.3.1 und T
5.3.2 gewahit: \

"4
0=v/I50=1m/s m/s \ \ \
0 0 0 A
¥m Schaltplan 5.3.3 erhélt man wie in den Schaltplénen 0 10 0 0 0 10
5.3.1 und 5.3.2 aus der Beschleunigung — v/50 nach einer 5
Integrationsstufe die Geschwindigkeit v/50. Der Multipli-~ | 5.331-6 S

r erzeugt v?/2500, der nachfolgende Operationsver-  plans 5.3.3 zunachst — v/50 und dann mit einem Integrierer
rliefert die Kraft — R v? 10~* und am linken Summierer (Zeitkonstante RC = 4 s) gebildet:
gebildet (mit R = 1 kg/m und m = 10° kg):

t
L(Evz_ )- . f
= . o
50\ m 50 200—2000 v(t) dt

Berechnung des wahrend des Abbremsens zuriick-
en Weges s(t) wird in der oberen Halfte des Schalt-  Vor Beginn der Rechnung werden die Schalter S; und S,
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geschlossen und die Anfangswerte z.B. v(0)/50 = 0.8 m/s
(= 8 V) und s(0) = 0 eingestellt. Werden die Schalter nun
gleichzeitig gedffnet, so beginnt die Rechnung.

Bilder 5.3.3.1 bis 5.3.3.6 zeigen fiir drei verschiedene An-
fangswerte v(0) unten jeweils die Geschwindigkeiten v(t)
und oben die zuriickgelegten Wege s(t) als Funktionen der

Zeit.
50 . : e
m=10" kg |
\ a = -5 m/s?
| R=1kg/m |
25N \
T \ \ \ &
v | i —
oy | \ \ | l
o s s
0 100 200
L Seeu.
5337 m

Steht ein XY-Schreiber (575 66) zur Verfiigung, kann auch
die Geschwindigkeit als Funktion des zuriickgelegten

Weges s registriert werden. Bild 5.3.5.7 zeigt das Ergebnis
v(s) fiir verschiedene Anfangswerte v(0). Insbesondere -

bei hohen Geschwindigkeiten @ndert sich auf dem ersten

Teil des Bremsweges die Geschwindigkeit nur langsam.
Um z.B. ein Fahrzeug von 180 km/h ,nur” auf 144 km/h ab-

zubremsen benotigt man hier mehr als 60 m!

5.3.4 Experiment zur Impulserhaltung

Ruhe. Wird der Faden durchgetrennt (z. B. durchgebrannt
so werden die Gleiter von der sich expandierenden Fed
auseinander getrieben. Der Impulssatz soll gepriift werde

Ohne explizite Kenntnis des Kraftgesetzes kann dies
Problem auf dem Analogrechner simuliert werden, solang
die Newtonschen Axiome als giiltig vorausgesetzt werdes
Mit den Massen m; m» und den Beschleunigungen a; &
soll fiir die auf die beiden Gleiter wirkenden Krafte Fy und £
im vorliegenden Abschnitt lediglich gelten:

]

Fy
F2

maia F2 = maaz
=F; =F@)

Es soll insbesondere keine konkrete Aussage uber @
GroBe und die Dauer der Krafteinwirkung gemacht werdes

Im Schaltplan 5.3.4 werden die Geschwindigkeiten v um
v, der beiden Gleiter jeweils entsprechend Abschnitt 5.1

aus den Beschleunigungen a; bzw. az durch einmalige Int .
gration gebildet. Dazu wird am Potentiometer links obg
begonnen mit einer beliebig vorgegebenen Beschleunt
gung az zwischen 0 und 1 m/s2. Der rechts folgende Inte
grierer (Zeitkonstante RC = 1s) liefert dann — v.. Am Opé:
rationsverstarker unten links entsteht a; = — azmz/m; durdl
geeignete Wahl des Riickkoppelwiderstandes Rs. Es git
hier:

mz/my = R3/100 kQ

Der nachfolgende Integrierer (Zeitkonstante RC =18
liefert — vy. Zur Priifung des Impulserhaltungssatzes wirs
am Summierer rechts oben der Gesamtimpuls m1v; + ma¥
gebildet durch geeignete Wahl der Widersténde R, und &
Es gilt hier:

Auf einer Luftkissenfahrbahn werden z.B. zwei Gleiter mu=100 Kg Ll
durch einen Faden zusammengehalten. Zwischen ihnen R R
liegt eine gespannte Feder. Die ganze Anordnung ist in
33+ S;
. 1; 100k
700 k STHE
R |
a; -Vy myVvy + MoV
ey vl et i T, . fl
N 200k | 05kg 200k | 2
100k | 1 kg 100k | 1
| 50k | 2 kg 50k | 05
L 0K 1 20k | 5 kg 20k | o2
a, -V, 10k | 10 kg 10k | o
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Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann die Masse des
zweiten Gleiters mz = 1 kg gesetzt werden (R, = 100 kQ).

Vor Beginn der Rechnung werden die Schalter S; und S;
geschlossen, um so die Anfangswerte v1(0) = 0 und v»(0) =
0 festzulegen. Schalter S; wird geoffnet, nachdem vorher
ein gewiinschtes a, zwischen 0 und 1 m/s? eingestellt
wurde. Unmittelbar vor Beginn der Rechnung werden
Schalter S; und S, gedffnet. Durch kurzzeitiges SchlieBen
(0.5 bis 1 s) des Schalters S; wird ebenso kurzzeitig eine
Beschleunigung az und damit a; erzeugt und so die Wir-
kung der sich expandierenden Feder simuliert. Nach
SchlieBen und Offnen des Schalters Sz dndern sich v4 und
vz nicht mehr, falls die Operationsverstérker gut abgegli-
chen sind (siehe Abschnitt 1.4.1). Jetzt kann der Wert von
vy und vz und der Wert des Gesamtimpulses mivi + mzva
abgelesen werden.

Die folgende Tabelle zeigt mit m2 = 1 kg eine Reihe von
MeBwerten fiir verschiedene Massen m,. Der Wert der
Beschleunigung a; und die Zeit ihrer Einwirkung (Schalter
S3) wurden jedesmal anders gewahlt. Die angegebenen
Werte des Gesamtimpulses zeigen jeweils recht gut, daB
der Impulserhaltungssatz gilt, sie liegen maximal bei 0.02Ns
(d. h. Rechenfehler maximal 2%).

5.3.5 Eindimensionaler elastischer StoB

Zwei Gleiter (z. B. einer Luftkissenfahrbahn) bewegen sich
mit unterschiedlichen aber konstanten Geschwindigkeiten
aufeinander zu. Es besteht zunachst keine Wechselwir-
kung. Erst wenn sie sich berlihren und (elastisch) verfor-
men, treten Krafte auf. Dabei sind die auf die beiden Gleiter
wirkenden Krafte entgegengesetzt gleich: F; = — F,. Diese
Kréfte treiben die Gleiter wieder auseinander. Sobald sie
sich getrennt haben, hort jede Wechselwirkung auf.

Solange Fi = — F; ist, haben die GroBe der elastischen
Wechselwirkung und ihr Zeitverlauf wahrend des Bertih-
rens keinen EinfluB auf die Geschwindigkeiten nach dem
StoB, somit keinen EinfluB auf die Impuls- und Energie-
erhaltung. Die StoBzeit, d. h. die Zeitdauer der Beriihrung
und elastischen Verformung, und die Anderung der Orts-
koordinaten wédhrend des StoBvorgangs hangen jedoch
wesentlich von der GroBe der Wechselwirkungskréafte ab.

Bei der Behandlung des eindimensionalen elastischen
StoBes werden hier die elastischen Krafte so klein gewahlt,
daB einmal der StoBvorgang zeitlich auf einem TY-Schrei-
ber aufgeldst (ca. 2 s) und zum anderen auch die GroBe der
elastischen Verformung deutlich sichtbar gemacht werden
kann.

m2 my 1 V2 mVvy + mav; Anstelle des Potentiometers im Schaltplan 5.3.4, mit dem
1kg | 05kg | -93 mis | 46 m/s 0,08 Ns dort die Beschleunigung a, vorgegeben wird, muB jetzt eine
- 415m/s | 21 m/s 0,06 Ns Rechenschaltung treten, die genau dann eine Beschleuni-
1 kg |-725m/s | 7.3 mis 0,1 Ns gung a; und damit a; = — amz/m; vorgibt, wenn die Gleiter
- 43 mis | 43 m/s 0,075 Ns sich beriihren und deformieren. Dazu werden aus den
2 kg |-8385 mis | 7,.0mi/s 0,05 Ns Geschwindigkeiten v, vz noch die Ortskoordinaten xi, x2
- 1,6 m/s | 33m/s 01 Ns der Gleiterschwerpunkte berechnet. Eine Wechselwirkung
5 kg |-19 m/s | 9.6 m/s 02 Ns und elastische Verformung tritt dann auf, wenn der Abstand
-05 mis | 24 m/s 02 Ns der Schwerpunkte einen minimalen Wert c unterschreitet,
10 kg | —0,55m/s | 55m/s 0,1 Ns
- 085m/s | 84 m/s 0,15 Ns
=
= 100
é T
L) Ry | mylm,
: 200k | 2
100 k| 1

50 k| o5

T X; 20k | 02

10 k| ol
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d.h. fiir x2 — x1 < c. Fiir die Beschleunigung a; wird im fol-
genden gewahit:

a=(x; — x2+¢)2s72 fiir x; — x1 <c

a =0 firxa2—x1=c¢

mit ¢ = 0,1 m und dem Rechenbereich fir x von:
—1mEx=+1m.

Im Schaltplan 5.3.5 wird die Beschleunigung a2 durch eine
Ventilfunktion (siehe Abschnitt 2.4.2) aus der vor dem
Operationsverstarker gebildeten Summe xz — X1 — C er-
zeugt. Der rechts folgende Integrierer (Zeitkonstante RC =
1 s) liefert die Geschwindigkeit — v2, der dann folgende die
Ortskoordinate x;. Am Operationsverstarker links unten
entsteht a; = — asm2/m; durch geeignete Wahl des Rick-
kopplungswiderstandes Rs. Es gilt hier:

me_ _Rs
ms 100 kQ

Der nachfolgende Integrierer (Zeitkonstante RC = 1 s)
liefert die Geschwindigkeit — vi, der dann folgende die
Ortskoordinate x;. Zur Bildung der der Ventilfunktion zu-
zufiihrenden Summe X2 — x; — ¢ wird rechts oben im Schalt-
plan 5.3.5 am Inverter noch — x4 und an einem Potentio-
meter — ¢ erzeugt.

Bei diesem Programm treten bei nicht gut abgestimmten
Operationsverstéarkern (siehe Abschnitt 1.4.1) leicht groBe
Rechenfehler auf, die eine unschéne Verzerrung der Orts-

funktionen x:(t) und x»(t) bewirken. Darliber hinaus ist das
Ausgangssignal des die Ventilfunktion erzeugenden Ope-
rationsverstarkers fiir x — x1 = ¢ eventuell nicht exakt Nulk-
Die Verstarker miissen dann im verschalteten Programm
so abgeglichen werden, daB in den ersten Sekunden de
Rechnung (vor dem StoB) die Geschwindigkeiten v und vz
konstant und die Ortsfunktionen x; und x2 geradlinig.
bleiben.

Es werden vier Schalter bendtigt. Steht der programmier=
bare Schalter (57607) nicht zur Verfiigung, ist zuséatzlic

zum Satz Steckelemente (57603) noch ein Kippschalter
(579 13) erforderlich.

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen
Schaltern S, Sz, S3 und Ss die Anfangswerte eingestelit,
2.B. x1(0) = 0, v1(0) = 0.05 m/s (0,5 V) und x2(0) = 0.5 m
(&5V),v2(0) =0oder x2(0) = 1m (£ 10V), v2(0) = - 0,05m/s
(& = 0,5 V). Mit dem Potentiometer rechts oben wird der
minimale Abstand ¢ der Schwerpunkte der Gleiter ohneé
Beriihrung gegeben mit —¢c = - 0,1m (& - 1 V). Mit de

Widerstand Rs links unten kann noch das Verhéltnis der
Massen m:/m2 gewahit werden. (Fiir m; = 3 mz kann dei
Widerstand Rs = 33,3 kQ mit einer Parallelschaltung von
50 kQ und 100 kQ erzeugt werden.) Es gilt:

my _ 100 kQ
maz Rs

Mit dem Offnen der Schalter Si, Sz, Sz und S4 beginnt die
Rechnung. Die Bilder 5.3.5.1 bis 5.3.5.10 zeigen die Ergeb-
nisse einer Auswahl von Versuchsbeispielen. Es sind je-

1

/
X2 / X2

/ 7T

/A /

/ / L //

05

\\

/
e

3 [x —

X my= n.Slmz X1

|
my =2 msy ! X4 my =31m2 X4 my =5 m2

J
g

05 2 v
- ! \
e / \ \ / &
/ / A A
X N
m \ N\ |
X ”l?'ez ‘1\5”?2 Xy my =My Xy my=2m, X4 my =3im, Xy my =5m
0
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weils die Ortskoordinaten der Gleiter als Funktionen der
Zeit aufgetragen. In der oberen Reihe sind als Anfangs-
werte x1(0) =0, v1(0) = 0,05 m/s, x2(0) = 0,5mund v2(0) =0
gewdhlt. In der unteren Reihe gelten als Anfangswerte
x1(0) = 0, v1(0) = 0,05 m/s, x2(0) = 1 m und v,(0) = — 0,05
m/s. Das Massenverhiltnis mi/m2 nimmt jeweils von links
nach rechts zu und damit die elastische Verformung beim
StoB.

Aus den beobachteten Geschwindigkeiten vor und nach
dem StoB lassen sich Impuls- und Energieerhaltungssatz
bestétigen. In den beiden folgenden Abschnitten werden
noch ein Programm zur automatischen Priifung des Impuls-
erhaltungssatzes und ein Programm zur automatischen
Priifung des Energieerhaltungssatzes gebracht.

5.3.6 Impulserhaltung bei elastischem StoB

Um Operationsverstarker zu sparen, ist im Schaltplan 5.3.6
die Erzeugung von a; = — axmz/m; in den Integrierer fiir v,
eingeschlossen worden. Es gilt:

mi_ _Rs
mz 200 kQ

Mit dem Operationsverstarker rechts unten wird der
Gesamtimpuls p = mivi + mavz gebildet bei geeigneter
Wahl von R; und R.. Es gilt:

100k, oy, o 100KQ
R1 RZ

1=

Mit den Anfangswerten v1(0) = 0,05 m/s und v2(0) = O folgt
z.B. mit my = 1 kg fiir den Gesamtimpuls p = 0,05 Ns
(=« 0,5 V). Eine Anderung des Impulses wird auch im StoB-
vorgang selbst nicht beobachtet.

Im ﬁbrigen gilt Abschnitt 5.3.5.

5.3.7 Energieerhaltung bei elastischem StoB
Im Schaltplan 5.3.7 schlieBt der Integrierer fiir v; wieder

die Erzeugung von a; = — aama/ms ein. Es gilt:
LI R L
mz 200 kQ

Mit den Multiplizierern rechts unten wird v42 und v,? ge-
bildet und dann mit dem folgenden Operationsverstéarker
die Summe der kinetischen Energie berechnet:

1 1
W =—mvi? +—-mavsi?
2 Vi 2 2Va

100 kQ
Ri

- 100 kQ
R

my = kg und my

Im {brigen gilt Abschnitt 5.3.5.

Bild 5.3.7.1 zeigt die Summe der kinetischen Energie W fiir
m; = 2kg, m2 = 1 kg und die Anfangswerte v1(0) = 0,05 m/s,
v2(0) = — 0,05 m/s. Es zeigt sich wie erwartet, daB die kine-
tischen Energien vor und nach dem StoB gleich sind.
Wahrend des eigentlichen StoBvorgangs nimmt die kine-
tische Energie (hier fast bis Null) ab. In dieser Zeit steckt
die Energie in der elastischen Verformung der Gleiter. Nur
wenn der Gesamtimpuls gleich Null ist, wird wahrend des
StoBvorgangs die gesamte kinetische Energie in Span--
nungsenergie umgesetzt. Nach dem StoB hat die kinetische
Energie wieder ihren alten Wert.
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5.4. Ausgleichsvorgange 541

Aus der groBen Gruppe von Ausgleichsvorgéngen in der
Physik sind in diesem Kapitel nur einige Beispiele ausge-
wihlt. So werden Programme fiir die Entladung eines Kon-
densators, fiir eine radioaktive Zerfallsreihe und fiir ein
Modell der Warmeleitung angegeben.

5.4.1 Entladung eines Kondensators iiber einen ohm-
schen Widerstand

Im Schaltplan 5.4.1 wird bei geschlossenem Schalter S
der Kondensator auf die Spannung U(0) aufgeladen. Wird
der Schalter S dann gedffnet, so entladt sich der Konden-
sator C iiber den ihm parallel liegenden Widerstand R und
es gilt entsprechend Abschnitt 2.1.6:

t t

UG dt + U(0) = U(1) = f u(t) dt + U(0)
0

=48,
RC &

Somit gilt: U(t) = — U(t)/RC. Dieser Typ einer Differential-
gleichung ist bereits im Abschnitt 3.4.2 angegeben und ge-

5.4.2 Radioaktiver Zerfall

Der radioaktive Zerfall (Kernumwandlung durch Au
dung von z. B. a, B oder y) ist ein statistischer Vorgang.
kann nicht voraussagen, wann welcher Kern zerfallt. &
statischen Mittel 188t sich jedoch die Zahl der Kernumwan
lungen pro Zeiteinheit angeben. Diese Zerfallsrate ZA &
proportional der Anzahl N der fiir einen Zerfall in F
kommenden (radioaktiven) Kerne.

ZR=AN

Der Proportionalitatsfaktor 4, die Zerfallskonstante,
noch von Stoffart und Zerfall ab. Die Zahl N der radioa
Kerne der Ausgangssubstanz nimmt also ab. Es gilt:

N=-ZR=-AN
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Dies ist der gleiche Zusammenhang (die gleiche Differen-
tialgleichung) wie in den Abschnitten 5.4.1 und 3.4.2 pro-
grammiert und geldst (RC = 1/4). Als Losung erscheint
wieder eine abklingende e-Funktion (siehe Bild 5.4.3.1):

N(t) = N(0) e ~

Neben der Zerfallskonstante A wird auch gelegentlich von
der mittleren Lebensdauer r = 1/ (Zeit, in der die Anzahl
auf 1/e abgenommen hat) und von der Halbwertszeit
ti.2 = In 2/ A (Zeit, in der die Halfte der Kerne zerfillt) ge-
sprochen.

5.4.3 Radioaktiver Zerfall und stabiles Endprodukt

Die Zerfallsrate ZRo der radioaktiven Ausgangssubstanz
mit No-Kernen wird entsprechend Abschnitt 5.4.2 gegeben
durch ZRo = AoNo. Fir die Bildungsrate BR: des Folge-
produkts gilt dann:

BR: = - ZRo

Ist das Folgeprodukt stabil (radiogen), so wird die Ande-
rung der Zahl N; seiner Kerne allein durch die Bildungsrate
bestimmt:

Ny = BRy = = AoNo

Im Schaltplan 5.4.3 wird am linken Integrierer entsprechend
Abschnitten 5.4.1 und 5.4.2 die GroBe No(t)/No(0) gebildet.
Der rechte Integrierer liefert N1(t)/No(0). Fiir die Zeitkon-
stanten beider Integrierer muB gelten:

RC = 1/4o

N1
No(0)

N, 0)
543

Die Anfangswerte No(0)/No(0) = 1 und N1(0)/No(0) = 0 wer-
den bei geschlossenen Schaltern Sy und S; vorgegeben.
Die Zerfallskonstante A 14Bt sich mit dem Potentiometer
im oberen Teil des Schaltplanes 5.4.3 verarfern. Mit Offnen
der beiden Schalter beginnt die Rechnung. Bild 5.4.3.1 zeigt
No(t)/No(0), den abnehmenden Anteil der Ausgangssub-

stanz, und Bild 5.4.3.2 zeigt N1(t)/No(0), den wachsenden
Anteil des stabilen Folgeprodukts. Da nur Kernumwandlun-
gen erfolgen, gilt:

No(t) + Ni(t) = No(0)

i i
&

5.4.31

5.4.4 Zerfallsreihe

Ist das Folgeprodukt im Abschnitt 5.4.3 wiederum radio-
aktiv und z.B. dessen Folgeprodukt ebenfalls, so erhalt
man eine Zerfallsreihe (radioaktive Familie). Am Ende einer
solchen Reihe steht jeweils ein stabiler Kern. Im folgenden
Beispiel soll eine Muttersubstanz insgesamt drei Folge-
produkte haben. Die Anzahl der einzelnen Glieder seien Ng*
(Ausgangssubstanz), Ny, Nz und Nz (radiogenes Endpro-
dukt), die zugehorenden Zerfallskonstanten Ao, A1 und ..
Es qilt:

No = — AoNo
N1 = JoNo — A1N;
N2 = 11N; = A2N2
Nz = AN,

Daraus lassen sich jeweils durch eine Integration die An-
zahlen der Kerne der Ausgangssubstanz Ng und der Zer-
fallsprodukte N4, N2 und N3 berechnen.

Im Schaltplan 5.4.4 wird links mit der Berechnung von
= No(t)/No(0) entsprechend Abschnitt 5.4.3 begonnen. Die
Zerfallskonstante Ao 188t sich mit dem Potentiometer links
oben verandern. Es folgt der Integrierer fiir N1 (t)/No(0). Die
Zerfallskonstante A, = 0,5 s™' ist hier durch die Zeitkon-
stante RC = 2 s fest gegcben. Am dritten Integrierer wird
— N2(t)/No(0) gebildet. Die Zerfallskonstante A; ist mit dem
Potentiometer rechts oben einstellbar. Der vierte Inte-
grierer liefert schlieBlich Na(t)/No(0).

Vor Beginn der Rechnung werden die Anfangswerte
No(0) > 0 und N1(0) = N2(0) = N3(0) = 0 bei geschlossenen
Schaltern So, S4, Sz und S; eingestellt. Werden alle Schalter
gleichzeitig gedffnet, beginnt die Rechnung. Steht der pro-
grammierbare Schalter (576 07) nicht zur Verfiigung, so ist
zusatzlich zum Satz Steckelemente (576 03) noch ein Kipp-
schalter (579 13) erforderlich.
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Bild 5.4.4.1 zeigt die Anteile Ni(t)/No(0) der Muttersubstanz
(i = 0), der Folgeprodukte (i = 1, i =2) und des radiogenen
Endprodukts (i = 3) fiir die Zerfallskonstanten: o = 0,2 s,
A1 = 0,5 s und A, = 0,1 s7'. Nach geniigend langer Zeit
gibt es nur noch N3 = No(0) Kerne des radiogenen End-
produkts. Alle anderen Zerfallsprodukte sind verschwun-
den.

5.4.5 Ladungsausgleich zwischen zwei Kondensatoren
Werden zwei auf die Spannungen U; und U, aufgeladene
Kondensatoren C; und C; iiber einen ohmschen Wider-
stand R miteinander zu einem Stromkreis verbunden, so

flieBt ein Strom | = (U; — U2)/R vom Kondensator Cy nach
C,, bis sich als Folge der Ladungsverschiebung die Span-
nungen U, und U, ausgeglichen haben. Diesen Strom kann
man aufteilen in [, = U1/R von Cq nach Cz undin /2 = U2/R
von Cz nach C;.

Um bei der Erklarung keine Probleme mit Vorzeichen zu
erhalten, sind im Schaltplan 5.4.5 zwischen den beiden
Integrierern noch je ein Invertierer eingebaut. Die im Riick-
kopplungskreis je eines Operationsverstérkers liegenden
Kondensatoren C; und C; werden bei geschlossenen
Schaltern Si und S: auf die Spannungen U; und U aufge-
laden. Die Rechnung beginnt mit Offnen der beiden
Schalter.

Der linke Kondensator C; wird iiber den vor dem Verstar-
ker liegenden Widerstand mit dem Strom I = — (-U2/R) =
U2/R aufgeladen und iiber den parallel zu C1 liegenden
Widerstand mit — /1 = — Ui/R entladen. Es flieBt quasi ein
Strom I2 = U2/R von Cz nach C, und ein Strom /1 = Us/R
von Cq nach C..

Bild 5.4.5.1 zeigt das zeitliche Verhalten der Spannungen
Uy und Uz mit Cy = Cz = 4,7 uF, R = 300kQ und den Anfangs-
werten U1(0) =5V, U2(0) = -1 V.

Betrachtet man die beiden Operationsverstarker mit einem
Kondensator in der Riickkopplung als Integrierer, so gilt
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entsprechend Abschnitt 2.1.6:
t

(U1(I) e U:(f)) dt + U:(0)

(Uz(t) - U (t)) dt + U2(0)

Es gilt somit das folgende System von Differentialglei-
chungen:

Ui = A, (Uz{t) — U; (r))

Us(t) = ;c (Lh(t) Uz(t))

Die allgemeine L&ésung bei gleichen Zeitkonstanten RC
lautet mit den Anfangswerten U;(0) und U3(0):

Us(t) = E‘.@%ﬂ%@l e ~2tRC +gﬂ%’_tf§@
U2(0) = Ui(Q) , -2urc | U2(0) + Ui(0)

Ua(t) = 2 2

5.4.6 Warmeausgleich zwischen zwei Warmebadern
Zwei Warmebader mit den Temperaturen T; und T2 werden
auf einer (groBen) Flache A in Kontakt gebracht. Dabei soll
der Warmetransport innerhalb eines jeden Warmebades
beliebig gut sein. Der Warmestrom @ zwischen den beiden
Medien unterschiedlicher Temperatur ist proportional der
Begrenzungsflache und der Temperaturdifferenz:

@:gA (Tz"‘*T1)

Die Warmedurchgangszahl « hangt noch von der Wand-
starke und den beteiligten Stoffen ab, jedoch nicht mehr
von der Temperatur.

Setzt man den Warmestrom @ in Analogie zum elektrischen
Strom /, die GroBe 1/aA in Analogie zum elektrischen
Widerstand R und Temperaturdifferenzen in Analogie zu
den Spannungen U; und U, so ist der Warmeaustausch
zwischen zwei Warmebadern entsprechend dem Ladungs-
austausch zwischen zwei Kondensatoren zu Iosen (siehe
Abschnitt 5.4.5), wenn sie ein abgeschlossenes System
bilden.

In Bild 5.4.6 sind deshalb nur die Symbole der beiden be-
schalteten Integrierer (siehe Abschnitt 2.1.7) miteinander
passend verbunden. Gegeniiber Schaltplan 5.4.5 sind
auBerdem die beiden Invertierer entfallen und die Zeit-
konstanten zu RC = 1 s gewdhlt. Die Ausgangssignale
geben Temperaturdifferenzen zu einer willkiirich gewahl-
ten Basis To (z.B. 0° C oder Umgebungstemperatur) an.

-[%(0)-7]

-[T,-Tol
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Der linke Integrierer liefert mit dem Warmestrom @, der
Warmedurchgangszahl «, der Flache A, der Warmekapazi-
tat Cw und der Zeitkonstante RC = Cu/eA als Ausgangs-
signal:

t
aA
T1(f) - To = C_ f T1(f) = Tz(f) dt + (T‘[(O) T TQ)

t

=1 | o dt+ (T1(0) = To>
Cw 0

Der rechte Integrierer ergibt entsprechend:

t

(Tz(f) o To) EA f (Tz(f) =20y (ﬂ) ot = (Tz(o) = To)

0

t
(;w @(t) dt - (Tz(O) = To>

Eine mogliche Temperaturabhéngigkeit der Warmekapazi-
tat C,, wird hier vernachlassigt.

5.4.7 TemperaturausgleichineinerKette vondrei Warme-
badern

Werden drei Warmebader zu einer linearen Kette ange-
ordnet, so muB man fiir das mittlere Glied den Warme-
austausch mit seinen beiden Nachbarn ermdglichen. Sind
die drei Warmekapazitdten C., beide Flachen A und beide
Warmedurchgangszahlen « jeweils einander gleich, so
braucht man auBer der Warmezufuhr von beiden Nachbarn

150)-T)

I3-To
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mit Zeitkonstante RC = Cw/eA nur noch die Zeitkonstante
in der Ruckfiihrung des mittleren Operationsverstarkers zu
halbieren (den abgegebenen Warmestrom verdoppeln).

Bild 5.4.7 zeigt das Programm mit den drei symbolisch
dargestellten Integrierern (RC = 1 s).

5.4.8 Temperaturausgieich in einer Kette von fiinf Warme-
badern

Werden mehr als drei Warmebader zu einer linearen Kette
angeordnet, so muB man fiir jedes innere Glied den Wéarme-
austausch mit jeweils seinen beiden Nachbarn entspre-
chend Abschnitt 5.4.7 beriicksichtigen.

Der Schaltplan 5.4.8 zeigt eine Kette von fiinf Warme-
badern mit gleichen Warmekapazitaten C., gleichen Kon-
taktflachen A und gleichen Wéarmedurchgangszahlen a.
Es gilt hier insbesondere Cw/aA = 1 s (Zeitkonstante RC).

Es werden fiinf Schalter benétigt. Steht der programmier-
bare Schalter (576 07) nicht zur Verfiigung, so sind zusatz-
lich zum Satz Steckelemente (57603) noch zwei Kipp-
schalter (579 13) erforderlich.

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen Schal-
tern alle Anfangswerte zu Ti(0) — To = O eingestelit bis auf
einen, z. B. T»(0) — To + 0. Dazu ist links unten im Schaltplan
5.4.8 eine Schaltung zum Erzeugen des Anfangswertes
Ta(0) — To aufgebaut. Diese wird mit zwei Kabeln an Stelle
des Schalters S, mit den Buchsen A und B verbunden. Es
lassen sich so schnell verschiedene Kombinationen von
Anfangswerten erreichen.

Bilder 5.4.8.1 bis 5.4.8.3 zeigen die Temperaturen der fiinf
Wirmebader als Funktion der Zeit fiir verschiedene An-
fangswerte. Im Bild 5.4.8.1ist T1(0) — To= 1K, im Bild 5.4.8.2
ist T2(0) — To = 1 K und im Bild 5.4.8.3 ist T3(0) = To = 1 K;
alle anderen Ti(0) — To sind jeweils gleich Null.
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Im Bild 5.4.8.2 fallt insbesondere auf, daB das zweite
Warmebad im Verlauf des Ausgleichvorganges nicht immer
die hochste Temperatur der ganzen Kette hat, sondern
diese Vorrangstellung nach kurzer Zeit an das erste
Wirmebad abtritt. Da das System der Warmebéder hier
nach auBen abgeschlossen ist, kann Bad 1 eine einmal auf-
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genommene Warme nur wieder an Bad 2 abgeben, doch
dazu muB T kleiner als T; sein. 1 e

Bild 5.4.8.4 zeigt noch einmal MeBwerte des Bildes 5.4.8.2.
Sie sind'jedoch jetzt liber dem Ort (dem Index) der Warme-
bader aufgetragen. TemperaturmeBpunkte fiir gleiche Zei-
ten sind jeweils miteinander verbunden.

5.4.9 Ein Modell zur Warmeleitung

Die lineare Kette der fiinf Warmebader des Abschnitts
5.4.8 wird zwischen zwei groBe Warmebader Bo und Bs
mit festen Temperaturen gelegt. Das Warmebad Bo halt
die Temperatur To und das Bad Bs die Temperatur Tg mit
Ts — To = 1 K. Die Kontaktflachen A und die Warmedurch-
gangszahlen « sind wieder jeweils einander gleich.

|
Der Schaltplan ist in Bild 5.4.9 wiedergegeben. Jetzt sind ' | |
auch die Béder B; und Bs im Sinne von Abschnitt 5.4.7 ‘ | . !
|

innere Glieder der Kette, auch sie erhalten nun einen //////
{ |
ﬂ 72 4 :05

Widerstand von 100 kQ in der Riickkopplung. Fiir alle

Anfangswerte gilt Ti(0) — To = 0, bzw. Ti(0) =To,i=1,2,3,4, 5. T = e
0.
t>20 B
Es werden wieder fiinf Schalter bendtigt. Steht der pro- T -T, | / /
grammierbare Schalter (576 07) nicht zur Verfligung, so K . ' / /u/ ) |
sind zusétzlich zum Satz Steckelemente (5§76 03) noch zwei ; A i / | '
Kippschalter (579 13) erforderlich. | /Vi:// : _
" : - .
Bild 5.4.9.1 zeigt die Temperaturen der Bader 1 bis 5 als 0 0 1 2 3 L 5 6 #
Funktionen der Zeit, und Bild 5.4.9.2 zeigt den Temperatur- i
verlauf als Funktion des Ortes (Index) der Warmebader. 5492

MeBpunkte fir gleiche Zeiten sind jeweils miteinander

verbunden. Es zeigt sich hier, daB nach einer Ubergangs-  9ang (Ts — To)/6 ist, gilt hier fiir den Warmestrom @ von
zeit (z.B. etwa 20 s) das Temperaturgefille in der Kette  Bs nach Bo:

linear geworden ist.

@ = aA ToeyTo
Da im stationdren Fall die Temperaturdifferenz pro Uber- 6
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5.5. Freie Schwingungen

Periodisch oder fast periodisch mit der Zeit laufende
- Anderungen konnen in vielen physikalischen Systemen
und damit bei physikalischen GroBen auftreten. Man kennt
z.B. mechanische Schwingungen bei Pendel, Saite, Orgel-
pfeife, elektrische Schwingungen bei Schwingkreis, Dipol u. a.

In den folgenden beiden Kapiteln werden Programme fiir
freie und erzwungene Pendelschwingungen gezeigt. Als
freie Schwingungen bezeichnet man solche, die sich ohne
(z. B. beim nichtlinearen System des Abschnitts 3.6.1) oder
nach einer einmaligen duBeren Anregung ausbilden. Bei
periodischer Anregung erhdlt man erzwungene Schwin-
gungen.

Die mathematische Behandlung der Schwingungen ist
meist einfach bei kleinen Amplituden, da dann nichtlineare
Einfliisse vernachlassigt werden kénnen. In ungedampften
Systemen erhdlt man dann haufig harmonische Schwin-
gungen als Losungen. Kapitel 3.5 bringt dazu z.B. Lésungen
der homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung.

5.5.1 Elastisches Pendel mit linearer Reibung

Als schwingungsfahiges Gebilde soll hier eine an einer
langen Schraubenfeder (20 m) mit RichtgréBe D = 1 N/m
hiangende Masse m = 1 kg dienen. Reibungskrafte werden
als linear von der Geschwindigkeit abhangend (Rv) ange-
nommen und Torsionsschwingungen durch geeigneten
Aufbau der Schraubenfeder vermieden (z.B. zur Halfte
gegensinnig gewickelt).

Mit der Beschleunigung a, der Geschwindigkeit v und der
Ortskoordinate x der Masse gilt fiir die beschleunigende
Kraft:

ma =— Dx — Rv

Im Schaltplan 5.5.1 wird vor dem rechten Operations-

verstarker mit der Beschleunigung a begonnen. Nach
einem Integrierer (Zeitkonstante RC = 1 s) erhalt man ent-
sprechend Abschnitt 5.1.5 die Geschwindigkeit — v und
nach einem zweiten Integrierer links oben (Zeitkonstante
RC = 1 s) den Ort x entsprechend Abschnitt 5.1.1. Am
mittleren Summierer wird durch geeignete Beschaltung
wieder die Beschleuniguna a gebildet:

Die dazu notwendige Kraft Rv wird vom unteren Opera-
tionsverstarker berechnet. Fiir den Reibungskoeffizienten
R gilt hier mit dem Widerstand R; in der Riickkopplung und
der Einstellung 0 = a = 1 des Potentiometers:

o L .
20kQ " s

Die Schaltung entspricht derjenigen aus Abschnitt 3.5.6
zur Losung der Differentialgleichung

y’+py +qy=0
mitg>0,p=0.

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen
Schaltern S; und S; die Anfangswerte x(0) #0und v(0) =0
vorgegeben und der Reibungskoeffizient R gewahlt. Mit
dem Offnen der beiden Schalter beginnt die Rechnung.

Bild 5.5.1.1 zeigt eine Losung mit x(0) = 0,7 m und R =
0,2 kg/s (geddampfte Schwingung).

Die mathematische Behandlung der Lésungen erfolgt im

Kapitel 3.5. Fiir das hier gewahlte Pendel und mit v(0) =0
gilt fir R<)y 4 mD = 2 kg/s:

R
= - tR/2m et Bl
x(t) = x(0) e : Q:os wt + sin mt)
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Die Frequenz wird mit zunehmender Reibung kleiner. Flr
R = y 4mD erreicht man den aperiodischen Grenzfall und
fiir R >}/ 4mD erhalt man dann einen aperiodischen Verlauf
(vergleiche Abschnitt 3.5.1).

5.5.2 Elastisches Pendel mit Gleitreibung

Wihlt man keine der Geschwindigkeit proportionale son-
dern eine konstante, nur noch von der Richtung der Ge-
schwindigkeit abhangende Reibungskraft F = R sign v, so
gilt mit der Beschleunigung a, der Geschwindigkeit v und
dem Ort x fiir die das elastische Pendel des Abschnitts
5.5.1 beschleunigende Kraft:

ma = — Dx — R sign v

Im Schaltplan 5.5.2 wird R sign v links unten durch einen
offenen Verstarker (siehe Abschnitt 2.1.1) mit nachfolgen-
dem Potentiometer erzeugt. Die obere Halfte des Schalt-
plans ist identisch mit der oberen Halfte aus Bild 5.5.1.
Am mittleren Operationsverstarker wird die Summe flir
die Beschleunigung a gebildet:

D Rets
a=-—-—x——signv
m m

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen
Schaltern S; und S; die Anfangswerte z. B. x(0) =0,7 mund
v(0) = 0 vorgegeben. Als Losung (Bild 5.5.2.1) erhélt man
wieder eine gedampfte Schwingung, deren Amplitude je-
doch jetzt linear mit der Zeit abnimmt. Am Ende verbleibt
im allgemeinen eine endliche Amplitude und damit eine
endliche Riickstellkraft, die jedoch durch die endliche
Reibungskraft kompensiert wird. Die mathematische Be-
handlung einer Schwingung mit Gleitreibung ist z.B. in
einem Aufsatz von G. Limperg [14] zu finden.

5.5.3 Mathematisches Pendel

Als schwingungsfahiges Gebilde soll hier eine an einem
undehnbaren und nahezu masselosen Faden der Lange /
(z.B. | = 9,8 m) im Schwerefeld (g = 9,8 m/s?) hangende
groBe Masse m dienen. Reibungskrafte werden ebenso
wie die Masse des Fadens vernachlissigt, und die Schwin-
gung soll in einer Ebene stattfinden. Man spricht dann von
einem ebenen mathematischen Pendel.

Die Bewegung erfolgt auf einem Kreisbogen. Die Amplitude
werde durch den Winkel x (Pendelfaden gegen Lot) ge-
geben. Die Komponente der Riickstellkraft in Bahnrichtung
betragt:

F = — mg sin x

Mit der Winkelbeschleunigung a = X und dem Massetrag-
heitsmoment J = m/? folgt fiir das die Masse m beschleuni-
gende Drehmoment: Ja = — Fl. Fur die Winkelbeschleuni-
gung a gilt dann:

a=-—m—g,sinx=—gsinx
ml I

Fiir kleine Amplituden, d. h. fiir x < 1, 1&Bt sich sin x durch x
ersetzen. Die Bewegungsgleichung

a=—Tx

entspricht dann der aus Abschnitt 5.5.1 ohne Dampfung
(nur obere Halfte aus Schaltplan 5.5.3). Man erhélt hiereine
ungedampfte harmonische Schwingung als Losung. Mit
den Anfangswerten x(0) #0 und v(0) =0 gilt fir kleine
Amplituden

x(t) = x(0) cos 2%: t
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mit der von Masse und Amplitude unabhéngigen Schwin-
gungsdauer T = 2w | lig.

Fiir groBe Amplituden ist die Bewegungsgleichung des
mathematischen Pendels im Schaltplan 5.5.3 program-
miert mit einer Naherung fiir sin x, die fiir x = 1 gute Ergeb-
nisse bringt: sin x = x — x%/6.

In der unteren Hilfte des Schaltplans wird — x°/6 erzeugt;
die obere Halfte ist wieder identisch mit der oberen Halfte
des Schaltplans 5.5.1. Der mittlere Operationsverstarker
bildet hier die Beschleunigung

harmonischen Schwingungen mehr. Die Schwingungs-
dauer T nimmt mit der Amplitude zu. Bild 5.5.3.1 zeigt unten
die Funktion x — x*/6. Fiir x = 1 ist die Abweichung von
sin x noch kleiner als 1%. In der oberen Hélfte des Bildes
5.5.3.1 ist das Verhaltnis der Schwingungszeit T bei groBer
Amplitude zur Schwingungszeit To = 2 }/ /g bei kleinen
Amplituden als Funktion von x aufgetragen.

5.5.4 Gekoppelte Pendel

Zwei Pendel mit gleicher RichtgroBe Do und gleicher Masse.
m werden durch eine weiche Schraubfeder mit RichtgroBe
D, < Do verbunden. Es gilt mit den Beschleunigungen a;
und az und den Auslenkungen x; und x2 der beiden Pendel
bei Vernachlédssigung von Reibung fiir die beschleunigen-
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den Krifte jeweils:

may; = — Dox1 — Di(x1 — Xx2)

maz = — Doxz — Di(x2 — X1)

Diese Bewegungsgleichungen sind im Schaltplan 5.5.4
programmiert. In der oberen Hélfte wird links mit der Be-
schleunigung a; begonnen. Nach zwei Integrierern (Zeit-
konstanten RC = 1 s) erhalt man entsprechend Abschnit-
ten 5.1.5 und 5.1.1 die Auslenkung x;. Unten wird mit der
Beschleunigung — a, begonnen und man erhalt nach zwei
Integrierern die Auslenkung — xa.

Rechts oben wird mit Do/m = 0,9 s™2und Di/m = 0,1 s~ wie-
der die Beschleunigung a; berechnet:

_DQ+D1 D;

ai = X1+ —x2
m

Rechts unten folgt entsprechend die Beschleunigung:

Es werden insgesamt vier Schalter benotigt. Steht der pro-
grammierbare Schalter (576 07) nicht zur Verfigung, so ist
zusatzlich zum Satz Steckelemente (576 03) noch ein Kipp-
schalter (579 13) erforderlich.

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen
Schaltern S1, S2, S3 und Sa die Anfangswerte x1(0) =0,5m,
v1(0) =0, x2(0) =0 und v2(0) =0 vorgegeben. Mit dem Off-
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nen aller Schalter beginnt die Rechnung. Bild 5.5.4.1 zeigt
die Lsung fiir die Auslenkung x:(t) des ersten Pendels und
Bild 5.5.4.2 die Losung fiir die Auslenkung x2(t) des zweiten
Pendels.

Pendel 2 wird von Pendel 1 zu Schwingungen angeregt;
dabei verliert Pendel 1 Energie, kommt (falls beide Pendel
gleich sind) zur Ruhe und Pendel 2 erreicht (ohne Damp-
fung) die Anfangsamplitude von Pendel 1. Nun werden die
Rollen vertauscht. Pendel 2 gibt Energie an Pendel 1 ab,
bis dieses wieder mit der Anfangsamplitude schwingt und
Pendel 2 zur Ruhe kommt. Jedes der beiden Pendel zeigt
typische Schwebungen (vergleiche Abschnitt 3:7:8):

Wird bei den Lésungen nach Schaltplan 5.5.4 eventuell der
Zustand der Ruhe nicht erreicht, so sind die frequenz-
bestimmenden Elemente im Programm fiir Pendel 1 nicht
exakt gleich denen fiir Pendel 2. Der Austausch eines Kon-
densators (4,7 uF = 5%) kann Abhilfe schaffen.

Neben der in den Bildern 5.5.4.1 und 5.5.4.2 gezeigten
Losung kann das System der gekoppelten Pendel noch
zwei Fundamentalschwingungen ausfiihren, bei denen keine
Schwebungen auftreten. Beide Pendel schwingen dann
entweder mit gleicher Amplitude und gleicher Phase (d. h.
x1(0) =x2(0) und v1(0) = v2(0) = 0) oder genau gegen-
phasig (d. h. x1(0) =- x2(0) und v4(0) =0, vz(0) =0).

'5.6. Erzwungene Schwingungen

Ein physikalisches System kann durch eine periodisch
wirkende duBere Kraft in Schwingungen versetzt werden.
Nach einem mehr oder weniger langen Einschwingvorgang
erfolgt diese erzwungene Schwingung mit der Frequenz
der anregenden Kraft. Bei nichtlinearen Systemen sind
gelegentlich auch erzwungene Schwingungen mit harmo-
nischen oder subharmonischen Frequenzen maglich.

Die Amplitude im eingeschwungenem Zustand ist nicht nur
von der Amplitude der Anregung sondern auch von deren
Frequenz abhéngig. Die Amplitude der. erzwungenen
Schwingung ist um so groBer, je geringer die Differenz
zwischen der Frequenz der Anregung und der Frequenz der
freien Schwingung ist. Tragt man bei gleichbleibender
Amplitude der anregenden Kraft die im eingeschwungenen
Zustand erzielte Amplitude des schwingenden Systems
als Funktion der Frequenz der Anregung auf, so erhalt man
eine Resonanzkurve.

In den Beispielen dieses Kapitels werden bei sinusformiger
Anregung Einschwingvorgénge eines linearen Resonanz-
systems (z. B. elastisches Pendel) gezeigt und Resonanz-
kurven fiir dieses und ein nichtlineares System bestimmt.
Im Abschnitt 6.2.1 werden auf einem Oszilloskop Ein-
schwingvorgange bei rechteckférmiger Anregung sichtbar
gemacht.




5.6.1 Einschwingvorgdnge bei linearem Resonanzsystem
Als schwingungsfahiges Gebilde soll hier wieder wie im
Abschnitt 5.5.1 eine an einer langen Schraubenfeder (20 m)
mit RichtgréBe D = 1 N/m hangende Masse m = 1 kg
dienen. Reibungskrafte werden als linear von der Ge-
schwindigkeit abhangend angenommen. Fiir die anregende
Kraft soll gelten:

g Lo firt=0

HD.= {Fosin 2nft fiir t >0

Mit der Beschleunigung a, der Geschwindigkeit v und der
Auslenkung x der Masse gilt fiir die beschleunigende
Kraft (t = 0):

ma = — Dx — Rv + Fosin 2nft

Im Schaltplan 5.6.1 wird oben vor dem rechten Operations-
verstarker mit der Beschleunigung a begonnen. Nach einem
Integrierer (Zeitkonstante RC = 1 s) erhélt man entspre-
chend Abschnitt 5.1.5 die Geschwindigkeit — v und nach
einem zweiten Integrierer (Zeitkonstante RC = 1 s) ent-
sprechend Abschnitt 5.1.1 die Auslenkung x des Pendels.
Der nachfolgende Operationsverstarker liefert mit D =
1 N/m die Summe der Kréfte — Dx + Fosin 2nft. Am Potentio-
meter rechts oben wird die Reibungskraft — Rv gebildet,
so daB mit m = 1 kg im Eingang des rechten Integrierers
wieder die Beschleunigung a zur Verfiigung steht:

a=—2x-ﬂv—@sin2m‘t
m m m

Die Kraft Fosin 2nft wird mit einer Kombination von vier
Operationsverstarkern (links oben und unten) gebildet, die
als ein amplitudenstabilisierter Sinusgenerator mit einstell-
barer Frequenz geschaltet sind (vergleiche Abschnitt
2.7.6). Mit den beiden jeweils auf gleichen Faktor einge-

stellten Potentiometern in der unteren Halfte des Schalt-
plans 5.6.1 4Bt sich hier die Frequenz etwa variieren von
f = 0,06 Hz (Faktor 0,2) bis f = 0,33 Hz (Faktor 1).

Die Amplitude Fo der anregenden Kraft 148t sich je nach
Faktor am Potentiometer links oben vor den als tote Zone
geschalteten Dioden begrenzen, z. B. auf Fo = 0,1 N (Faktor
etwa 1), Fo = 0,2 N (Faktor etwa 0,65) oder Fo = 0,3 N (Fak-
tor etwa 0,5). Ohne Begrenzung (Faktor 0) entsteht eine
leicht angefachte Schwingung. Nach sehr plotzlichen
Anderungen an den Potentiometern fiir Amplitude oder
Frequenz muB einige Schwingungen gewartet werden, bis
sich wieder eine stabile Amplitude einstellt.

Um Einschwingvorgédnge des Resonanzsystems registrie-
ren zu konnen, wird zunachst bei gedffnetem Schalter S
die Amplitude Fo und die Frequenz f der anregenden Kraft
und die Dampfung R des Resonanzsystems gewahlt. Der
zeitliche Verlauf der Schwingung — Fesin 2nft wird auf
einem MeBinstrument verfolgt und bei gé?ﬂiﬁmhter Pha-
senlage (z.B. negativer Nulldurchgang) die Rechnung
durch SchlieBen des Schalters gestartet.

Die Bilder 5.6.1.1 bis 5.6.1.6 zeigen bei gleicher Anregungs-
amplitude Fo Ergebnisse fiir verschiedene Frequenzen f
und Dampfungen R. Links ist R = 0,3 kg/s und rechts R =
0,1 kg/s. Die Frequenz f der Anregung ist oben etwa dop-
pelt so groB und unten halb so groB wie die Frequenz f;
der freien Schwingung. In der Mitte weichen beide Fre- -
quenzen etwa 20% voneinander ab. Der Einschwingvor-
gang ist eine Uberlagerung von einer harmonischen
Schwingung der Frequenz f der anregenden Kraft mit einer
gedampften Schwingung der Frequenz f; der freien Schwin-
gung (siehe Abschnitt 5.5.1):
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5.6.2 Resonanzkurven eines linearen Systems

Das elastische Pendel aus Abschnitt 5.5.1 dient wieder als
schwingungsfahiges Gebilde. Die anregende Kraft Fosin 2nft
wird wie im Abschnitt 5.6.1 erzeugt. Da jetzt nicht mehr der
Einschwingvorgang sondern der sich erst nach einiger Zeit
einstellende eingeschwungene Zustand interessiert, bleibt
der Schalter S im Schaltplan 5.6.1 dauernd geschlossen.

Es wird die Amplitude Fo der anregenden Kraft und die
Dampfung R des Resonanzsystems vorgegeben und mit
einer Frequenz f weit unterhalb der Resonanzfrequenz fo
des ungedampften Systems begonnen. Fiir fo gilt ent-
sprechend Abschnitt 5.5.1:

wo 1

f——:—-— -2
O o 2nlm

Im eingeschwungenen Zustand wird der Spitzenwert xo
der Auslenkung x(t) des Pendels (z.B. auf einem MeB-
instrument) beobachtet und notiert. Wird dann die an-
regende Frequenz f geringfligig erhdht, kann man nach
einem neuen Einschwingvorgang wieder xo(f) registrieren.
Tragt man diese MeBpunkte iiber der Frequenz f auf, so
erhalt man eine Resonanzkurve.

Bild 5.6.2 zeigt solche punktweise aufgenommenen Reso-
nanzkurven des oben erwahnten elastischen Pendels fiir
verschiedene Dampfungen R. Die Amplitude Fo = 0,2 N
(= 2 V) der anregenden Kraft bleibt dabei konstant.

Die mathematische Ldsung fiir den eingeschwungenen
Zustand des elastischen Pendels lautet:

Fo '
x(t) = sin (2nft — «)
V [D = m(2nH)2? + R%(2nf)? g
et AR L il
9%= D= m@nn?

Mit zwei MeBinstrumenten kann auch die frequenzabhan-
gige Phasenverschiebung « beobachtet werden.

Im Abschnitt 6.4.1 werden Resonanzkurven des elastischen
Pendels automatisch mit einem TY-Schreiber registriert.
Der Spitzenwert der Auslenkung wird mit einem Gleich-
richter gewonnen. Die sinusformige Anregung kommt dann
aus einem Funktionsgenerator (522 55), dessen Frequenz
vom Analogrechner kontinuierlich mit der Zeit wachsend
gesteuert wird.

5.6.3 Resonanzkurven eines nichtlinearen Systems
Beim elastischen Pendel der Abschnitte 5.5.1, 5.5.2, 5.6.1
und 5.6.2 wird mit einem linearen Kraftgesetz gearbeitet.
Beim mathematischen Pendel des Abschnitts 5.5.3 zeigt
sich bei groBen Auslenkungen ein nichtlineares Verhalten.
Im vorliegenden Abschnitt soll nun fiir die Riickstellkraft
Fo gelten:

FD = = D1X - D3X3

mit D; = 1 N/m und D3 = 2 N/m®. Damit folgt mit der Be-
schleunigung a, der Geschwindigkeit v, der Auslenkung x
der Masse m = 1 kg und mit der &uBeren Anregung Fosin 2rft
fiir die beschleunigende Kraft:

3+ Fosin 2rft

ma = — Rv — Dix — Dax
Erganzt man den Schaltplan 5.6.1 durch die Bildung von
x® und fiihrt dieses dem Summierer fiir die Beschleunigung
zu, so erhalt man den Schaltplan 5.6.3. Es wird vor dem
Integrierer rechts oben wieder mit der Beschleunigung a
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begonnen; durch zweimalige Integration (Zeitkonstanten
RC = 1 s) erhalt man die Auslenkung x und dann die
Summe:

R D1 D33
R e o R e L e £ e
m m

+ Fosin 2nft

Die Kraft Fosin 2nft wird wie im Abschnitt 5.6.1 gebildet.
Die Resonanzkurven werden entsprechend Abschnitt 5.6.2
punktweise aufgenommen.

Bild 5.6.3.1 zeigt solche punktweise aufgenommenen Re-
sonanzkurven bei fester Dampfung R = 0,2 kg/s fiir zwei
verschiedene Anregungsamplituden Fo. Je groBer die Aus-
lenkung x ist, desto mehr macht sich der nichtlineare Ein-
fluB bemerkbar. Die erzwungene Resonanz verschiebt sich
zu hoéheren Frequenzen, bis die Resonanzkurve sogar
iiberhdngt. Die Frequenz der freien Schwingung nimmt
ebenfalls mit der Amplitude zu, wie im Abschnitt 3.6.2 bei
einer fast identischen Differentialgleichung gezeigt wird.

Hangt eine Resonanzkurve ilber, so existieren in einem
gewissen Frequenzbereich zwei stabile Losungen einer
erzwungenen Schwingungsform unterschiedlicher Ampli-
tude, die je nach Vorgeschichte eingenommen werden.
Von kleiner Frequenz kommend wird die groBere Amplitude
und von groBer Frequenz kommend die kleinere Amplitude
angenommen. Zwischen den beiden stabilen Losungen
fur eine Frequenz gibt es noch eine instabile Lésung der
Differentialgleichung.

Im Abschnitt 6.4.2 werden Resonanzkurven des nicht-
linearen Systems automatisch mit einem TY-Schreiber
registriert. Der Spitzenwert der Auslenkung wird mit einem
Gleichrichter gewonnen. Die sinusférmige Anregung
kommt dann aus einem Funktionsgenerator (522 55), des-
sen Frequenz vom Analogrechner kontinuierlich mit der
Zeit wachsend gesteuert wird.
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5.6.4 Erzwungene Schwingungen am Drehpendel

Eine drehbar gelagerte Masse mit Tragheitsmoment J wird
hier iber eine koaxial angeordnete Spiralfeder mit Winkel-
richtgroBe D an einen Erreger gekoppelt, der z.B. von
einem Motor getrieben ebenfalls koaxial einen sinus-
formigen Drehwinkel a4sin 2rnft vorgibt. Fiir das die Masse
beschleunigende Drehmoment gilt mit der Auslenkung «
und einem linearen Reibungsgesetz:

J& = — R — D(e — e1Sin 2xft)
= — Ra — Da + Daqsin 2nft

Diese Bewegungsgleichung ist analog der des elastischen
Pendels und kann mit Schaltplan 5.6.1 geldst werden. Die
allgemeine Losung folgt wie im Abschnitt 5.6.1 fiir kleine
Dampfung (R < }/ 4 JD):

114




alt) = a2 e ~F2%in (wt - @1) +

oD : 3.
D = J@nf2Z + Renn? on (2Rft = ¢2)
mit: = Op (E-) X und t = L
' @ J \2J 992 = 5 j2nh?

@1 und a2 hangen von der Wahl der Anfangsbedingungen
ab. Resonanzkurven fiir den eingeschwungenen Zustand
erhalt man entsprechend Abschnitt 5.6.2.

5.7. Schrodingergleichung des
Einteilchensystems

Die Schrodingergleichung der Quantenmechanik des Ein-
teilchensystems mit der Masse m, der potentiellen Energie
Woor und dem Wirkungsquantum h = h/2x lautet:

2
—% Ay + Whogy — iy = 0

Die komplexe Funktion y(x, y, z, t) hat keine anschauliche
Bedeutung. Man nennt sie Wahrscheinlichkeitsamplitude.
Das Produkt aus ¥, y* (konjugiert komplex zu ) und dem
Raumelement dxdydz ist ein MaB der Wahrscheinlichkeit,
mit der das Teilchen sich zur Zeit t im Raumelement dxdydz
befindet. Fiir ein Teilchen iber den ganzen Raum integriert

muB folgen:
fffw"dxdydz =1

Sucht man nach Zusténden konstanter Energie W, so er-
halt man mit dem Ansatz einer periodischen Losung

y=e " W yx y, 2)

mit ihgr = Wyr
die zeitunabhangige Schrédingergleichung zu

2

h
_EAU-’-(WDI“_W)U:O

Diese zeitfreie Gleichung liefert oft nur fiir diskrete Energie-
werte W Loésungen u(x, y, z), die im Unendlichen gut genug
verschwinden, d. h. die sich normieren lassen, so daB gilt:

fffu"‘u dxdydz = 1

Es treten also gegebenenfalls fiir das Einteilchensystem
nur Zustande mit diskreten Energien W auf. Solche Lésun-
gen u nennt man Eigenfunktionen mit den Eigenwerten W.

Dieses Phanomen soll in den folgenden Abschnitten an
einigen eindimensionalen Beispielen gezeigt werden. Die
Schrodingergleichung lautet dann:

2

gl ] u't) + [Woa(x) — Wlu(x) =0

2m
mit fu*udx=1

Fir reelle Eigenfunktionen u(x) der oben angegebenen
eindimensionalen und zeitunabhangigen Schrodinger-

gleichung folgt:
f u?dx = 1

Durch zweimalige Integration |48t sich in der Differential-
gleichung

w0 = 23 Woulx) = W] ()

die Funktion u(x) ersetzen durch

XK
ux) = f fu”(x) dxdx

—_—C0 — OO

X X
= f f %mz" [Whot(x) = W] u(x) dxdx

—_—00 -0

mit u(=<) =0 und u'(==) =0

Die experimentelle Integration muB bei einem endlichen
Wert von x, z.B. bei x = 0 beginnen. Es gilt dann mit ge-
eigneten Anfangswerten u(0) und u’(0)

Yot X
u(x) = f( fh—z? [Weei(x) — W]dx + u'(O)) dx + u(0)
0 0

Der Analogrechner bildet Integrale nach der Zeit und kennt
zunéachst nur elektrische Potentiale als Ein- und Ausgangs-
signale. Es ist deshalb entsprechend den Abschnitten 1.3.2
und 1.3.3 eine Amplituden- und Zeitskalierung vorzuneh-
men. Es gilt hier fo = 10 Vm"2 g: = 10 Vm*? und fu~ =
10 V m®2, Fiir das Verhaltnis | der Faktoren 8 vor und nach
einem Integrierer (nach Ort x) gilt | = Bvor/Brach = 1 m.

Die Zeit t wird ersetzt durch x = t/¢ mit a = to/xo. Der inter-
essierende Ortsbereich der Breite xo soll dabei einer gut
darstellbaren Zeitspanne to entsprechen. In den Beispielen
der Abschnitte 5.7.1 bis 5.7.3 wird to = 10 s gewahit und
die Lésungen u werden mit einem TY-Schreiber registriert.
Im Programm 6.3.2 ist to = 10 ms und die Losungen konnen
auf einem Oszilloskop dargestellt werden.
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Bild 5.7.0 zeigt den Prinzipschaltplan zur Losung der oben
angegebenen Integralgleichung. Mit ayu” am Eingang des
ersten Integrierers erscheint an dessen Ausgang (Zeit-
konstante RC):

X

— au'(x) = — % azu’(x) dx — au’(0)
0

mit a; = a2 «l/RC.
Der zweite Integrierer (Zeitkonstante RC) liefert dann:
X
al

agu(x) = RC f aiu’(x) dx + aou(0)
0

mit ap = a1 al/RC.

Der rechts folgende Quadrierer ergibt ao2u? und der nach-
folgende Integrierer (Zeitkonstante RC):

X X

|
-fu(x)zdx=——a—
0 RCO

ao’u’dx mit a0 = RClal.

Der obere Multiplizierer bildet wieder azu"(x)

az u”(x) = aou(x) as _25111 [Woot(x) — W] mit as = az/ao.

Der Wert der Skalierungsfaktoren a; hangt von der Wahi
von « und RC ab:

RGNS RC\*? RCD >
ap = (-) ' ar = (—— ' az = —) )
al al

al

FfC)2

a3 =\—
al

Mit RC/«l = 1 wiren zwar alle a; = 1. Die daraus mitto = 10s
und RC = 1 s entstehenden Folgerungen (Ort x in der
GréBenordnung von 10 m und Energie W fiir ein Elektron in
der GroBenordnung von 1073 J) sind jedoch wirklichkeits-
fremd. In den Beispielen der Abschnitte 5.7.1 bis 5.7.3 wird
deshalb RClal = 107" gewahit.

Die Anfangswerte u(0) und u’(0) miissen geeignet vorge-
geben werden. Dazu wird die potentielle Energie Wopai(X)
fiir x = 0 konstant und gréBer W angenommen. Es gilt dann
fir x = 0 als Losung:

u(x) = u(0)e Ax

u'(x) = A u(x)

u"(x) = A2u(x)

mit A zl/-,,iz’%’—[vn/,,ot -w

Die Anfangswerte u(0) und damit u’(0) = 4 u(0) werden
experimentell gesucht und so gewahlt, das gilt:

f u(x) 2dx =1

Zur Einstellung der Anfangswerte und Steuerung des Pro-
grammablaufs werden insgesamt vier (im Abschnitt 5.7.1)
oder fiinf Schalter (in Abschnitten 5.7.2 und 5.7.3) benétigt.
Steht der programmierbare Schalter (576 07) nicht zur Ver-
fiigung, so sind zusatzlich zum Satz Steckelemente (67603)
noch ein oder zwei Kippschalter (579 13) erforderlich.

5.7.1 Potentialtopf endlicher Tiefe

Zur Lésung der eindimensionalen zeitunabhangigen Schro-
dingergleichung eines Einteilchensystems mit stiickweise
konstantem Potential Wopa(x) dient das Programm im
Schaltplan 5.7.1. Gegeniiber Bild 5.7.0 ist die Erzeugung
von Wpet — W zugefiigt. Am Potentiometer P, wird die
Energie a;W und am Potentiometer P3 das Potential
— asWpor(x) mit x = t/a und geeignetem a vorgegeben. Der
nachfolgende Operationsverstarker bildet die Summe mul-
tipliziert mit 2m/h?:

2
asTT [Woat(x) — W]

Fiir die Skalierungsfaktoren as und aa gilt:

ay = g, 2 I
4 Shz kg

Die eindimensionale zeitunabhéngige Schrodingerglei-
chung soll nun fiir ein Teilchen der Masse m = 107%° kg
(Elektronj im Potential

0 fiiro,2-10"°m<x<1,2-107"°m

5.10"7 J firx<02-10""m
Whot(X) = {
5-107 Jfirx>12-10""m

geldst werden. Die Breite xo = 107'° m (doppelter Bohr-
scher Radius) des Potentialtopfs soll dabei einer Zeit-
spanne to = 10 s entsprechen, d.h. es gilt:

a = tolxo = 10"" s/m
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Mit den Zeitkonstanten RC = 1 s der Integrierer folgt dann
entsprechend Vorbemerkungen zu Kapitel 5.7 fiir die
Skalierungsfaktoren:

ap = 107°%, a; = 107'9%,ja=1073"8 ;a5 = 10722

Fur den Skalierungsfaktor as folgt mit dem Wirkungs-
quantum h = h/2rx = 107%* Js ferner: as = 2 - 10'®.

Mit x = t/a wird aus dem oben angegebenen Potential
Wiot(x) auf dem Analogrechner eine Funktion der Zeit:

1JE10V)firt<2s
a4Wpot(t)={0 fir2s<t<12s
14 fiirte =128

Der Rechenablauf wird also wie folgt gesteuert. Zur Zeit
t = 0 werden die Schalter Sy, S; und Sz gedffnet (Energie-
wert W und Anfangswerte vorher einstellen). Genau 2 s
spater wird dann Schalter S, gedffnet (Wyor = 0) und zur
Zeit t = 12 s wieder geschlossen. Schalter Ss ist immer
geoffnet; er wird erst im Abschnitt 5.7.2 bendétigt.

Nur solche Funktionen u, die fiir groBe x (bzw. t) verschwin-
den, sind physikalisch sinnvolle Lésungen, nur sie lassen
sich normieren. Die Anfangswerte u(0) und u’(0) = A u(0)
mit A = J/ 2m[W,(0) — W]/h? (siehe Vorbemerkung zu Ka-
pitel 5.7) miissen dabei so gew#hlt werden, daB gilt:

fuzdx =1

Am Ausgang des Operationsverstarkers rechts oben im
Schaltplan 5.7.1 steht zwar asA? zur Verfiigung, da jedoch
der Radizierer des Analogrechners bereits belegt ist, kann
u'(0) nicht automatisch aus u(0) berechnet werden. Der

Faktor }/as A wird vielmebhr fiir jedes W durch ein geeignetes
Widerstandsverhaltnis R;/R; gewahlt. Mit gleichen Fak-
toren 0 <y =1 an den beiden Potentiometern P; und P-
kénnen dann die Anfangswerte geeignet eingestellt
werden:

10 kQ
do U(O) = “Ri Y
au’(0) = ao)/ as A u(0) = %:9 ¥

Um die Suche nach dem zur Normierung notwendigen
Faktor y zu erleichtern, ist auch er groBenordnungsmaBig
zusammen mit den Widerstanden R; und R; in der folgen-
den Tabelle fiir einige Energien W und den dazu gehdren-
den Spannungen U am Potentiometer P, angegeben.

w 10" | Ups l Vas i | Ry ] R | Y
0,25 J 05V |097m"' | 200kQ | 205 kQ | 0,2
1:15:) 23V |088m™" [ 200kQ | 230kQ | 0,5
2,55 J 51V |070m™"' | 100 kQ | 140kQ | 0,55
4,35 87V |036m! 50kQ | 140kQ | 0,7

Bild 5.7.1.1 zeigt oben das Potential Wyai(x) und unten bei
festem Ry = 200 kQ, R> = 205 kQ und festem y Lésungen
u(x) mit Energien etwa zwischen W = 107'® J (obere Kurve)
und W = 10""7 J (untere Kurve). Von diesen Losungen geht
jedoch nur eine fiir groBe x gegen Null. Das ist die Eigen-
funktion uo(x) mit dem Eigenwert etwa bei Wo = 0,25 1077 J.
Der genaue Wert hangt noch von der Giite des Abgleichs
von Multiplizierer und Operationsverstarker ab.

Erhdht man die Energie W weiter als im Bild 5.7.1.1, so
findet man etwa fiir W; = 1,15 1077 J eine zweite Eigen-
funktion uq(x), die fiir groBe x verschwindet. Sie hat in der
Mitte des Potentialtopfes eine Nullstelle. Die Wahrschein-
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lichkeit dafiir, daB sich das Teilchen mit der Energie W; in
der Mitte aufhalt, ist somit gleich Null.

Bild 5.7.1.2 zeigt auBer den Eigenfunktionen uo(x) und
ui(x) fur das angenommene Potential noch zwei weitere
normierbare Losungen uz(x) und us(x). Die zugehdrenden
Eigenwerte liegen etwa bei W, = 2,55 1077 J und W3 =
4,35 107" J.

Der Ort des Elektrons mit der Energie W, ist nicht definiert;
es 148t sich lediglich eine Wahrscheinlichkeit angeben, mit
der es sich am Ort x aufhalt. Bild 5.7.1.3 zeigt dazu u” als
Funktion von x fiir die vier Eigenwerte aus Bild 5.7.1.2. Es
ergibt sich mit héheren Eigenwerten eine zunehmende
Zahl der Nullstellen und eine zunehmende Wahrschein-
lichkeit, daB das Elektron auBerhalb des Potentialtopfes
zu finden ist.

e AN

u
10™m 1
0 S
0 0.5 1
—16—‘x —_—
5713 10""m

5.7.2 Gekoppelte Potentiale ;

Fragt man nach Eigenfunktionen und Eigenwerten eines
Elektrons in zwei miteinander gekoppelten Potentialen,
so braucht man z.B. im Schaltplan 5.7.1 wieder mit o = t/x =
10"" s/m fiir das Potential nur folgende Zeitfunktion zu
wahlen:

1J&@1oV)firt<2s

0 fir2s<t<12s
asWparl(t) = | 0,5 J fir12s<t<14s
0 fir14s<t<?24s

i firt>24s

Der Rechenablauf wird wie folgt gesteuert. Zur Zeitt = 0
werden die Schalter S, Sz und S3 gedffnet (Energiewert W
und Anfangswerte vorher einstellen). Genau 2 s spéter
wird Schalter S4 gedffnet (Wpot = 0). Zur Zeitt = 12 s wird
Schalter Ss geschlossen (Potentialwall) und 2 s spéter
wieder gedffnet (Wpet = 0). Zur Zeit t = 24 s wird schlieB-
lich wieder Schalter S4 geschlossen. Bild 5.7.2 zeigt oben
das sich so ergebende Potential Wpot(X).

Die folgende Tabelle erleichtert wie im Abschnitt 5.7.1 die
passende Wahl der Anfangswerte:

10 kQ 10 kQ
aou(0) = R—1 Y und au’(0) = —éz— Y

Es werden wieder die Widerstédnde R; und Rz und gréBen-
ordnungsmaéBig der zur Normierung notwendige Faktor y
fiir beide Potentiometer Py und P2 bei einigen Energien
angegeben.
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W-10"7| Ura | Vasza Ri Rz Y
025J | 05V |097m™" | 200kQ | 205kQ | 0,2
g3
095 J
1,15J | 23V |088m™" | 200kQ | 230kQ | 0,35
215J | 43V |075m™" | 100 kQ | 130kQ | 0,3
26 J | 52V |069m" | 100kQ | 140kQ | 0,4
375J | 75V [050m™ 50kQ | 100kQ | 0,4
445J | 89V |033m™" | 50kQ | 150 kQ | 0,55

Bild 5.7.2 zeigt in der Mitte die ersten vier und unten weitere
vier Eigenfunktionen u(x). Die Losungen aus Abschnitt
5.7.1 spalten auf. Es gibt jetzt jeweils eine zur Mitte der
beiden Potentiale symmetrische und eine unsymmetrische
Lésung. Solange der Eigenwert W noch kleiner ist als der
Wall zwischen den beiden Potentialen, ist die Aufspaltung
des Eigenwertes klein.

Abschnitt 6.3.2 zeigt den Einsatz des programmierbaren
Schalters (576 07). Nach Anderung der Zeitkonstanten RC
der Integrierer werden die Losungen dort auf einem Oszillo-
skop dargestellt.

5.7.3 Harmonischer Oszillator

Ein Einteilchensystem mit parabolischem Potentialtopf
nennt man einen harmonischen Oszillator. Die Eigenwerte
liegen aquidistant und es gilt (falls in der Mitte Wpot = 0):

W, = Wo (2n + 1) fupn= 01,2 3; ..

Im Schaltplan 5.7.3 wird die Parabel durch zwei geeignet.
beschaltete Integrierer erzeugt (vergleiche Abschnitt
3.3.1). Es gilt wieder « = t/x = 10" s/m. Fiir x<0,08- 107 m,
bzw.t<0,8's soll asWpet = 1 J sein. Das wird mit geschlosse-
nen Schaltern S und Ss erreicht. Wahit man am Potentio-
meter P3 eine Spannung Us = 3,0 V und &ffnet die Schalter
S, und Ss, so erhdlt man oben am Ausgang des mittleren
Operationsverstérkers eine Parabel, die im Minimum etwa
Null erreicht. Die Spannung Us ist solange zu korrigieren,
bis im Minimum genau Null erreicht wird. Damit ist asWpor(x)
vorgegeben.

Zur Wahl der Anfangswerte dient wieder die folgende
Tabelle fiir die Widerstande Ri, Rz und den zur Normierung
notwendigen Faktor y an den beiden Potentiometern Py
und P2 (siehe Abschnitt 5.7.1).

w 10" ‘ Uea I Vas A | R, | R2 l Y
070J | 1,4V | 093m™" [ 200kQ | 220kQ | 0,3
210J | 42V |076m™ | 100kQ | 130kQ | 0,5
355J | 71V |054m’ |  50kQ | 90kQ | 0,65
485J | 97V | 0,17 m™! 10kQ | 60kQ | 0,35

Nach Einstellen der Energie W und der Anfangswerte

10 kQ 10 k
aou(0) = _F;\— Y und a:u’(0) = -E—Q Y

werden zu Beginn (hier x = 0,08 107'° m) der Rechnung
alle Schalter gleichzeitig geoffnet. Bild 5.7.3.1 zeigt oben
das Potential Weet(x) und die vier zu den unten wieder-
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gegebenen Eigenfunktionen gehdrenden Energiewerte
W,. Der Zusammenhang W, = Wo (2n + 1) ist hier schon
recht gut erfiillt, oowohl das Potential als Folge des end-
lichen Rechenbereichs der Operationsverstarker fiir kleine
x und fiir groBe x begrenzt ist.

5734 0%m
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6. Anhang

6.1. Registrierung der Lésungen mit einem
Schreiber

Es stehen zwei Schreiber zur Auswahl. Mit dem TY-Schrei-
ber (67560) kann eine zeitabhingige GréBe als Losung
eines Programms registriert werden (z. B. Geschwindigkeit
als Funktion der Zeit, oder zuriickgelegte Wegstrecke als
Funktion der Zeit). Der XY-Schreiber (575 66) gestattet,
zwei Zeitfunktionen gegeneinander aufzutragen (z.B. Ge-
schwindigkeit als Funktion des Weges). Ist dabei eine der
beiden Zeitfunktionen direkt proportional der Zeit, so kann
der TY-Schreiber auch als XY-Schreiber dienen (siehe Ab-
schnitt 6.1.1). Fiir viele Anwendungen kann auch der XY-
Schreiber als TY-Schreiber eingesetzt werden (siehe Ab-
schnitt 6.1.2).

Jeder X- und Y-Kanal der beiden Schreiber hat zwei Ein-
gange. Fir die Registrierung von Signalen aus dem Analog-
rechner ist jeweils der rechte Eingang mit einer Empfind-
lichkeit von 1 V/cm optimal geeignet. Der linke Eingang mit
einer Empfindlichkeit von 3 mV/cm kann jeweils zusammen
mit einem MeBbereichsschaltkasten (44284 oder 442 74)
und Ubergangskabel (57565) fiir andere Strom- oder
SpannungsmeBbereiche eingesetzt werden (siehe auch
Gebrauchsanweisungen zu den Schreibern 57560 und
57566).

Beim TY-Schreiber stehen fiir den Papiervorschub 12 Ge-
schwindigkeiten von 2,5 cm/h bis 20 cm/min zur Verfligung.
Im allgemeinen wird man bei der Registrierung von Ldsun-
gen des Analogrechners mit einem Papiervorschub von
20 cm/min arbeiten. Die so gewonnenen Aufzeichnungen
sind in den Bildern der Programmbeispiele meist im MaB-
stab 1:2 wiedergegeben.

6.1.1 TY-Schreiber als XY-Schreiber

Bei vielen mathematischen oder physikalischen Problemen
will man eine abhangige Verénderliche y nicht als Funktion
der Zeit sondern als Funktion einer anderen mathemati-
schen oder physikalischen GréBe x (z. B. einer Ortskoordi-
nate) berechnen und auftragen. Ist eine Gleichung zur
Bestimmung von y(x) gegeben, so kann man entsprechend
Abschnitt 1.3.3 eine Zeitskalierung mit x = t/a vornehmen.
Auf dem Schreiber wird dann y(t) registriert mit t = ax.
Zahlreiche Beispiele hierzu finden sich in den Kapiteln 3.2
bis 3.7 und in Kapitel 5.7.

Ist dagegen y(x) in einer Parameterdarstellung gegeben,
z.B. y(t) und x(t), so kénnen entweder beide Zeitfunktionen
programmiert und dann mit einem XY-Schreiber gegenein-
ander aufgetragen werden. Beispiele hierzu sind in den
Abschnitten 5.2.4 bis 5.2.6 enthalten. Hat eine der beiden
GroBen einen einfachen funktionalen Zusammenhang mit
der Zeit, z.B. x = vt, so kann aus der Parameterdarstellung

leicht eine Bestimmungsgleichung fiir y(x) berechnet und
diese wie oben programmiert werden. Die Losung y(t) mit

= ax wird dann wieder mit einem TY-Schreiber registriert.
Abschnitt 5.2.3 zeigt ein Beispiel hierzu.

6.1.2 XY-Schreiber als TY-Schreiber

Steht nur ein XY-Schreiber zur Verfligung, so kann man
die zur Registrierung einer zeitabhéangigen Funktion y(t)
notwendige Zeitbasis leicht entsprechend Schaltplan
6.1.2.1 oder 6.1.2.2 auf dem Analogrechner aufbauen. Die
Zeitkonstante RC des Integrierers (hier etwa RC = 1 s) und
die Spannung U; am Potentiometer bestimmen jeweils die
Anstiegszeit der Rampenfunktion (siehe Abschnitt 24057).
Es gilt:

t

Uty = — fum +U0) = 2t + U(0)

RC 4 RC
47 uF
L
200 k| 5 1
-U1
= | t
T_(>— ult)= [uydt
0
6121
10 k
| S_ LIuF ¥
200 k|
-U, -ul(0)
= l {
’ ult)= [u;dt+uio)
0
6122

Zu Beginn wird der Schalter S gegebenenfalls gleichzeitig
mit dem Start des ganzen Programms gedffnet. Mit Schalt-
plan 6.1.2.1 erhdlt man einen Hub von insgesamt 10 V
(= 10 cm auf der X-Koordinate des Schreibers) inz.B. 10's
(fur Us = 1 V). Wird bei der Registrierung ein gréBerer Hub,
z.B. 20 V (= 20 cm) verlangt, so muB im Schaltplan 6.1.2.2
als Anfangswert U(0) = — 10 V vorgegeben und am Schrei-
ber der Nullpunkt fiir x entsprechend in die Mitte ver-
schoben werden.

Will man eine als Zeitfunktion entstehende Lésung einer
Differentialgleichung fiir verschiedene Anfangswerte nach-
einander mehrmals registrieren, so kann man sie mit einem
XY-Schreiber immer iiber derselben Zeitbasis auftragen.
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Man braucht im Schaltbild 6.1.2.1 bzw. 6.1.2.2 den Schalter
S nach dem ersten Lauf nur wieder zu schlieBen, die ge-
wiinschten neuen Anfangswerte im Schaltplan der Diffe-
rentialgleichung einzustellen und das ganze Programm neu
su starten. Eine zusatzliche Verschiebung des Nullpunktes
fiir y am XY-Schreiber wird in manchen Féllen von Vorteil
sein. Steht der programmierbare Schalter (57607) zur
Verfiigung, kann die Wiederholung der Registrierung sogar
automatisch erfolgen (siehe Abschnitt 6.3.1).

6.2. Registrierung der Losungen auf einem
Oszilloskop

Die Programme der Teile 2 bis 5 und des Kapitels 6.6 sind
so gewihit, daB zeitabhéngige Losungen sich so langsam
andern, daB sie mit einem MeBinstrument oder Schreiber
registriert werden konnen. Soll dagegen eine Losung auf
einem Oszilloskop dargestellt werden, muB sie im allge-
meinen schneller ablaufen und dann auch automatisch
wiederholt werden, um ein stehendes Bild zu erhalten.

Die Geschwindigkeit der zeitlichen Anderung einer Lésung
wird wesentlich durch die Zeitkonstanten RC der verwen-
deten Integrierer und gegebenenfalls auch Differenzierer
bestimmt. Sollen die Losungen schneller ablaufen, so sind
die Zeitkonstanten entsprechend zu verkleinern und eine
Zeitskalierung (siehe Abschnitt 1.3.3) durchzufiihren. Die
geanderte Zeitkonstante eines Integrierers sei R.Cy, die
Rechenzeit sei t.. Entsprechend Abschnitt 2.1.6 erhalt man
mit y1(tx) am Eingang eines Integrierers an dessen Ausgang:

tx

yo(tx = = L‘ Y1 (tx) dtx + YD(O)

RxCx« 0

Wird die Rechenzeit t, als unabhdngige Veranderliche er-
setzt durch die in den Programmen der Teile 2 bis 5 ange-
gebenen Zeit t mit t = ti/ox, SO erscheint am Ausgang des
Integrierers:

t

yolt) = —5“5— yi®) dt + yo(0)
x x 0

Mit der Zeitkonstante RC eines Integrierers gilt jedoch in
den langsam laufenden Programmen:
t

Yo(t) = — = yi(t) dt + yo(0)

HCO

Somit folgt fiir die neue Zeitkonstante: RxCx = axRC.

Mit y;(t,) am Eingang eines Differenzierers erhalt man ent-
sprechend Abschnitt 2.1.8 an dessen Ausgang:

8 dy1(ts)
yo( tx) R x C x dfx

Wird wieder t, ersetzt durch t = ti/ax, so folgt:

jrxcx dy1 (t)
fy= - ——
YO( } . it

Auch hier folat: R«Cx = axRC.

Alle Zeitkonstanten eines Programms sind also mit ox ZU
multiplizieren, damit die erforderliche Zeitskalierung erfillt
wird. Der Skalierungsfaktor ax wird so gewahit, daB der
interessierende Bereich der Zeit t in den Programmen der
Teile 2 bis 5 oder des Kapitels 6.6 (dort meist 10 s bis 30 s)
einer auf einem Oszilloskop gut darstellbaren Zeit t, ent-
spricht (z.B. 10 ms bis 30 ms, d.h. ax = 107%). Im Ergén-
zungssatz Steckelemente (576 04) sind kleine Kondensa-
toren und Widerstande (siehe Abschnitt 1.1.2) enthalten,
Um Zeitkonstanten etwa von 0,02 ms bis 44 ms realisieren
zu konnen,

Die periodische Wiederholung der Rechnung wird im allge-
meinen vom programmierbaren Schalter (57607) ge-
steuert (siehe Abschnitt 6.3.1). Mit ihm lassen sich nach
einem Rechenablauf die Anfangswerte wieder herstellen,
das Oszilloskop triggern und das Programm erneut starten.

Das folgende Programm zeigt, daB man auch auf den pro-
grammierbaren Schalter verzichten kann, wenn Losungen
einer Differentialgleichung mit einem sich periodisch andern-
dem Parameter gesucht werden.

6.2.1 Beispiel: Einschwingvorgénge bei einem linearen
Resonanzsystem

Zur Losung der Differentialgleichung des elastischen Pen-
dels mit auBerer Anregung

my + Ry +Dy=F

ist der Schaltplan im Bild 6.2.1 analog zum Programm 5.5.1
aufgebaut. Rechts unten ist lediglich ein Rechteckgenera-
tor (siehe Abschnitt 2.7.1) zugefigt, der die sich periodisch
andernde Kraft F erzeugt. Diese Rechteckfunktion der
Frequenz frdientauch als Triggersignal fiir das Oszilloskop.

Als Losungen fiir y(t) erscheinen je nach Stellung des
Potentiometers Pz mehr oder weniger gedampfte Schwin-
gungen. Die Frequenz f der freien Schwingung 188t sich mit
den beiden Potentiometern Py und P2 variieren (jeweils auf
gleiche Faktoren stellen). Die rechts im Bild 6.2.1 einge-
zeichnete Kurve ist z. B. eine Lésung etwa fur f = 10 fg. Der
Einflu der Anderung von R oder f wird dabei auf dem
Oszilloskop sofort sichtbar.
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6.3. Steuerung mit programmierbarem
Schalter

Der programmierbare Schalter (576 07) ist bereits in den
Abschnitten 1.1.3 und 1.2.2 beschrieben und abgebildet.
Er enthalt fiinf elektronische Schalter, die zu vorgebbaren
Zeiten innerhalb eines Zyklus einzeln ein- und ausgeschal-
tet werden und die in den Programmplénen eingezeichne-
ten mechanischen Schalter ersetzen kdnnen.

Mit Umschalter @ und Abschwacher @ (siehe Bild 1.2.2 auf
Seite 13) werden Zykluszeiten T zwischen 20 s und 30 s (fur
langsam ablaufende Programme, deren Ldsungen mit
einem Schreiber registriert werden) oder zwischen 20 ms
und 30 ms eingestellt (fiir schnell ablaufende Programme,
deren Losungen auf einem Oszilloskop dargestellt wer-
den). Diese Zykluszeit steht achtfach unterteilt an den
rechts folgenden griinen Buchsen @ als Steuersignale fiir
die Schalter zur Verfiigung. Diese Signale kénnen entweder
direkt oder noch verzogert lber einen Monoflop den
Steuereingangen der einzelnen Schalter liber kurze Kabel
(z.B. aus 574 21 oder 574 22) zugefiihrt werden.

Sollen vor Beginn einer Rechnung z. B. die Anfangswerte
einer Integration durch SchilieBen der Schalter S; und S;
vorgegeben werden, so sind die I-Eingénge der Schalter-
steuerungen @ der beiden Schalter mit dem vorletzten der
griinen Ausgange @ und die 0-Eingdnge mit dem ersten
(links) oder dem letzten Ausgang (rechts) zu verbinden.
Kurz vor Ende des ersten Zyklus werden dann die Schalter
S; und S, automatisch geschlossen und zu Beginn eines
neuen Zyklus wieder geéffnet. Die Rechnung beginnt. Nach
T - 7/8 schlieBen die Schalter wieder und die Anfangswerte
werden erneut eingestellt.

Soll Schalter S; zur Zeit t = 3 s geschlossen und dann nach
6 s wieder gedffnet werden, so ist als Zyklusdauer z.B.

T = 24 s zu wahlen, der |-Steuereingang des Schalters S3
mit der zweiten griinen Buchse fiir T - 1/8 und der 0-Steuer-
eingang mit der vierten griinen Steuerbuchse fiir T - 3/8 zu
verbinden.

Soll Schalter S4 zur Zeit t = 0 geschlossen und der Zeit- A
punkt des Offnens variabel gehalten werden, so ist der
I-Steuereingang des Schalters S, an die linke griine Steuer-
buchse und der 0-Steuereingang an den Ausgang eines
Monoflops @ zu legen. Dieser wird nun seinerseits ge-
steuert mit dem Signal der linken griinen Buchse. Der Zeit-
punkt des Offnens von Schalter Ss4 kann jetzt mit dem
Potentiometer ® am Monoflop eingestellt werden.

Der programmierbare Schalter kann einen Rechenablauf
einmalig steuern oder auch automatisch wiederholen,
beides auf Wunsch getriggert durch ein externes elek-
trisches Signal. Dabei ist zu beachten, daB erst nach einem
ersten Zyklus die Schalter ihre geforderten Startpositionen
eingenommen haben.

6.3.1 Betriebsarten des programmierbaren Schalters
Die Betriebsart wird durch Stellung des Wahlschalters @
und die Belegung des Triggereingangs @ bestimmt. Es wer-
den vier Betriebsarten unterschieden.

Eine automatische Wiederholung der Zyklen ohne Pause
erreicht man durch Stellung des Wahlschalters nach links.
Durch diesen repetierenden Betrieb des Analogrechners
kann man die Ldsung eines Programms als stehendes Bild
auf einem Oszilloskop erhalten. Dieses muB dazu im allge-
meinen noch mit dem Signal aus Triggerausgang @ oder
aus einer der griinen Ausginge @ fiir Steuersignale ge-
triggert werden.




Eine automatische Wiederholung mit Pause ist moglich
bei Stellung des Wabhlschalters nach oben, wenn dem
Triggereingang ® von auBen regelmaBig noch ein elektri-
sches Signal zugefiinrt wird. Die erste negative Flanke
nach Ablauf eines Zyklus startet den nachsten. Bei dieser
Betriebsart wird der Start der Zyklen durch ein externes
Signal getriggert. Ein Beispiel hierzu ist in Kapitel 6.5 zu
finden.

Ohne Zufiihrung eines Triggersignales auf Eingang ® wird
bei der Stellung des Wahlschalters nach oben ein Zyklus
durch manuellen Druck auf Taster @ ausgelost. Ist dieser
Zyklus abgelaufen, kann irgendwann von Hand ein neuer
gestartet werden. Diese Betriebsart ist bei fast allen Bei-
spielen der Teile 2 bis 5zu empfehlen, bei denen die Losun-
gen langsam ablaufen und mit MeBinstrument oder Schrei-
ber registriert werden.

Stellt man den Wahlschalter nach rechts, so wird ein Zyklus
von der ersten negativen Flanke auf Triggereingang @ ge-
startet, die dem Druck auf Taster ®folgt. Diese Betriebsart
muB fiir die Auslésung eines einzigen Zyklus dann gewahlt
werden, wenn der Start genau zu einer von auBen fest vor-
gegebenen Phase z. B. einer periodischen Storung erfolgen
soll (siehe Programm im Kapitel 6.5).

6.3.2 Beispiel: Schrodingergleichung fiir

gekoppelte Potentiale

Schaltplan 6.3.2 zeigt entsprechend Schaltplan 5.7.1 das
Programm fiir ein Elektron in einem gekoppelten Potential.
Alle physikalischen GroBen sind gleich denen im Abschnitt
5.7.2 gewahlt. Lediglich die Zeitkonstanten RC sind mit
10~? multipliziert und die prazise Einstellung der Anfangs-
werte ist dem Wunsch nach schneller Variation der Energie
W zum Opfer gefallen. Es ist deshalb R, = R2 = 200 kQ ge-
wahlt worden und beide Potentiometer P; und Pz werden
auf Mitte gestellt. Der Wert des Normierungsintegrals muB
swar noch endlich aber nicht mehr gleich eins sein. Der
EinfluB von A bei u’(0) kénnte noch mit Potentiometer P2
korrigiert werden.

Links oben im Bild 6.3.2 ist die Programmierung der Schal-
ter gezeigt. Als Zykluszeit wird z. B. T = 32 ms gewahlt. An
den beiden Monoflops werden Zeitverzgerungen von je
2 ms mit einem Oszilloskop eingestellt. Schalter S1, Sz Ss3
werden zu Beginn gedffnet, nach 2 ms wird Schalter Sa
geoffnet. Zur Zeit t = 12 ms wird Schalter Ss geschlossen
und nach 2 ms wieder gedffnet. Zur Zeit t = 24 ms wird
Schalter Sa wieder geschlossen und nach weiteren 4 ms
die Schalter S1, Sz und Ss. Die Zyklen werden automatisch
ohne Pause wiederholt.

Auf dem Oszilloskop ist die Abhangigkeit der Funktion u(x)
von der Energie W gut zu sehen. Man merkt recht deutlich,
daB nur fiir einige diskrete Energiewerte die Wahrschein-
lichkeitsamplitude fiir groBe x verschwindet. Die Lésungen
sind im Abschnitt 5.7.2 ausfiihrlich diskutiert.

Gree e S S ‘
el -1 G5 3 A
! Q O ) ®) I +
; O O S ‘ 100 I—{100 k
! T 100
. 6;30ms Pa’.
i
RE
03*21511(Wpot W)
L7 nF
—
200 k
-Qsg f u?dx
632

124




6.4. Anwendungen mit Funktionsgenerator

Der Funktionsgenerator (52255) liefert einen wahlweise
sinus-, dreieck- oder rechteckférmigen Spannungsverlauf
mit einstellbarem Tastverhaltnis im Frequenzbereich von
1073 Hz bis 10° Hz. Besonders die tiefen Frequenzen lassen
sich gut als periodische Anregung, Stérung oder Parameter
in Analogrechnerprogrammen gebrauchen (siehe z. B. Pro-
grammbeispiele 2.1.4 und 5.6.1 bis 5.6.3). Dariiber hinaus
kann die Frequenz des Funktionsgenerators extern durch
eine z. B. mit dem Analogrechner erzeugte Spannung U(t)
gesteuert werden.

6.4.1 Beispiel: Resonanzkurve eines linearen Systems
Im Abschnitt 5.6.2 wird bereits die Resonanzkurve eines
linearen Systems punktweise aufgenommen. Die Reso-
nanzfrequenz betragt dort etwa 1/6 Hz. Im Schaltplan
6.4.1 sind zundchst die Zeitkonstanten auf RC = 5 ms ver-
kleinert. Dabei verschiebt sich die Resonanzfrequenz auf
etwa 32 Hz. Die Schaltung links unten im Bild 6.4.1 soll in
etwa den Spitzenwert xo der Schwingungsamplitude liefern.

Die duBere Anregung sin 2xft fiir Frequenzen f zwischen
etwa 10 Hz und 60 Hz kommt vom Funktionsgenerator,
dessen Frequenz linear mit der Zeit steigend vom Opera-
tionsverstérker rechts unten im Programm gesteuert wird.
Dieser ist als Integrierer mit Anfangswert Null geschaltet.
Die Spannung am Potentiometer wird z. B. gerade so ge-
wahlt, daB die Ausgangsspannung U(t) in 2 Minuten von
0bis 5V ansteigt. Mit diesem Signal geht man in den Steuer-
eingang des Funktionsgenerators (Umschalter nach rechts
auf linearen Frequenzanstieg schalten, siehe auch Ge-
brauchsanweisung zu 522 55).

Als Anfangsfrequenz des Generators stellt man fo = 10 Hz
ein (Faktor 1im Bereich 10 Hz). Offnet man nun den Schal-
ter S am Integrierer, so steigt die Frequenz f des Funktions-
generators in 2 Minuten jetzt linear mit der Zeit wachsend
gerade von 10 Hz auf 60 Hz.

Die Antwort xo des Analogrechnerprogramms auf diese
sinusférmige Anregung kann mit einem TY-Schreiber, z. B.
mit Papiervorschub von 5 cm/min, registriert werden. Bild
6.4.1.1 zeigt Losungen fiir verschiedene Widerstiande R,
und damit fir verschiedene Dampfungen (siehe Abschnitt
5.6.2).

6.4.2 Beispiel: Resonanzkurve eines

nichtlinearen Systems

Der Schaltplan 6.4.2 zeigt eine Erweiterung von Bild 6.4.1
auf das nichtlineare System aus Abschnitt 5.6.3. Bild 6.4.2.1
zeigt Losungen fiir verschiedene Ddmpfungen. Die Steue-
rung des Programms erfolgt wie im Abschnitt 6.4.1.
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6.5. Fourieranalyse mit
Oberwellengenerator

Im Kapitel 3.8 ist bereits das Prinzipschaltbild zur Berech-
nung der Fourierkoeffizienten einer periodischen Funktion
(Periodendauer T) angegeben. Mit dem Oberwellengene-
rator (522 54) stehen nun die notwendigerweise phasen-
starr gekoppelten exakten Vielfachen einer Grundfrequenz
von etwa 50 Hz zur Verfiigung. Der programmierbare Schal-
ter (576 07) gestattet eine genaue Vorgabe der notwendi-
gen Schaltzeiten.

Bild 6.5.0 zeigt jetzt das komplette Schaltbild zur L&sung von

7
2 :
an = — ff(t) sin nwt dt
T
0
bzw.
T
2
ba=—= ff(r) cos nwt dt
I 0

Die zu analysierende Funktion f(t) (z.B. Rechteck, Dreieck
oder Sagezahn) wird ebenso wie die Funktionen sin nwt
oder cos nwt vom Oberwellengenerator geliefert (siehe
auch Gebrauchsanweisung zu 522 54). Der Multiplizierer
und nachfolgende Integrierer bilden a, bzw. ba. Die Perio-
dendauer 2n/w = T = 2 RC betragt hier etwa 20 ms. Oben
im Bild 6.5.0 folgt eine Schaltung, mit der die Fourier-
koeffizienten stationar gemessen werden kénnen, obwohl
die Bildung des Integrals periodisch wiederholt wird.

Zur Steuerung des repetierenden Rechenablaufs wird hier
der Wahischalter fiir die Betriebsart ® des programmier-
baren Schalters (siehe Bild 1.2.2) senkrecht nach oben

gestellt, damit einzelne Zyklen durch ein Steuersignal (z. B.
Rechteck vom Oberwellengenerator) am Triggereingang @
ausgeldst werden. Die Zyklusdauer Ts des programmier-
baren Schalters wird etwas groBer als T gewahlt, so daB
gilt T = Ts 6/8.

Nach Ablauf eines Zyklus am Schalter wird mit der nach-
sten negativen Flanke des Rechtecks ein neuer Zyklus aus-
geldst. Die drei Schalter sind so zu programmieren (siehe
Kapitel 6.3), daB mit Beginn eines Zyklus Schalter S; ge-
offnet und Schalter S; geschlossen werden. Nach der
Zeit T = T - 6/8 werden Schalter S; wieder gedffnet und
Schalter S; geschlossen. Der Wert — a, oder — by, liegt am
Ausgang des Integrierers und am Eingang des oberen
Operationsverstarkers. Zur Zeit Ts - 7/8 werden Schalter S3
wieder gedffnet und Schalter S, geschlossen, um den
Anfangswert der Integration wieder auf Null zu setzen.

flt) e— s,

X =

sin nwt o—

6.5.0
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Mit der nachsten negativen Flanke des Rechtecks wird
der Vorgang wiederholt. Man kann auf einem Oszilloskop
die Funktionen f(t), sin nwt und die zeitliche Entwicklung der
a, verfolgen und mit einem MeBinstrument die Fourier-
koeffizienten a, oder b, am Ausgang des oberen Opera-
tionsverstarkers bestimmen.

Fir die Rechteckfunktion des Oberwellengenerators mit
der hier gewéhlten Phasenlage (negative Flanke zur Zeit
t = 0) erhalt man als Fourierkoeffizienten etwa a; = — 1
(2 -10V),a3 =—-033,as=-02,a; = - 0,14 und ag =
— 0,11. Die Fourierkoeffizienten b, sind fiir dieses Beispiel
alle gleich Null.

Invertiert man vor dem Triggereingang des programmier-
baren Schalters das Rechtecksignal mit einem geeignet
beschalteten Operationsverstéarker, so werden die Fourier-
koeffizienten a, positiv, da dann mit der positiven Flanke
des Rechtecks zur Zeit t = 0 begonnen wird.

f(t) = sin wt +%sin 3wt + %sin Swt + %sin Twt + ...

ergibt wieder eine Rechteckfunktion mit positiver Flanke
zur Zeit t = 0 mit

+ /4 fir 0=St<TI2=rnlw
- nl4 firT/2=t<T
und f(t + T) =1(t).

f(t) = = 2nlw

Haufig wird zu periodischen Vorgangen das Spektrum
angegeben. Es gibt die Information, mit welcher Amplitude
¢y die einzelnen Frequenzen f, enthalten sind. Es gilt fir
jedes n: c,? = a,? + ba>.

Das Spektrum macht dabei keinerlei Aussage uber die
Phasenlage der einzelnen harmonischen Schwingungen
zueinander; es ist somit auch unabhéngig von der ja will-
kiirlichen Phase der periodischen Funktion zur Zeit t = 0.

Bild 6.5.0.1 zeigt das Spektrum der aus dem Oberwellen-
generator kommenden Rechteckfunktion. Die Spektral-
linien liegen um so dichter, je groBer die Periodendauer T
ist. Kontinuierliche Spektren erhalt man bei nicht periodi-
schen Vorgéangen.
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6.6. Computer-Grafiken

Ein Analogrechner muB nicht unbedingt nur dazu dienen,
mathematische oder physikalische Probleme zu l6sen. Er
kann als Werkzeug in der Hand eines ,Kiinstlers” auch zur
Erstellung schéner Grafiken dienen. Im folgenden werden
als Beispiele sieben Programme und einige ihrer mit einem
XY-Schreiber (57566) registrierten Losungen wiederge-
geben. Eine dsthetische Wertung soll hier jedoch nicht er-
folgen.

6.6.1 Endlose Spirale
Bei der entsprechend Kapitel 3.5 programmierten Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung

Uty +R U(t) +w? U(t) =0

stehen U(t) und U(t) gleichzeitig als zeitabhangige elek-
trische Spannungen zur Verfiigung. Hier (und in den Bei-
spielen der Abschnitte 6.6.2 bis 6.6.7) interessieren Losun-
gen mit sinusférmigem oder fast sinusférmigen Verlauf.

Fiihrt man U(t) dem X-Eingang und — U(t)/w dem Y-Eingang
eines XY-Schreibers (oder Oszilloskops) zu, so erhdlt man
bei ungedampfter Sinusschwingung einen Kreis, bei ge-
ringer Dadmpfung eine in sich zusammenziehende gegen
den Uhrzeigersinn drehende Spirale (Bild 6.6.1.1).




6.6.11

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen
Schaltern S; und S; die Anfangswerte x(0) =c und y(0) =0
eingestellt und mit dem Potentiometer am rechten Opera-
tionsverstarker eine geeignete Dampfung R gewahit. Die
Registrierung beginnt mit Offnen der Schalter Sy und Sa.

6.6.2 Schnecke

Ersetzt man im Abschnitt 6.6.1 die U(t) proportionale Rei-
bung durch einen nur vom Vorzeichen von U(t) abhangen-
den Wert (Gleitreibung, siehe Abschnitt 5.5.2), so erhalt
man den Schaltplan 6.6.2. Der gewiinschte Reibungs-
koeffizient R kann mit dem Potentiometer rechts unten
eingestellt werden. Als Differentialgleichung erhalt man:

Uty + R sign U(t) +w? U(t) =0

Wird wieder U(t) dem X-Eingang und — U(t)/w dem Y-Ein-
gang des XY-Schreibers zugefuhrt, so erhalt man nach dem
Offnen der Schalter S; und S; eine wie in Bild 6.6.2.1 darge-
stellte Schnecke. Die Anfangswerte x(0) =c und y(0) =0
werden vorher eingestellt.
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6.6.3 Spirale mit bewegtem Zentrum

Addiert man im Abschnitt 6.6.1 zu — U(t)/w noch eine kon-
stant mit der Zeit anwachsende GréBe z, so erhalt man
Schaltplan 6.6.3. Es wird — U(t) dem X-Eingang und um/
w + z dem Y-Eingang des Schreibers zugefiihrt.

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen
Schaltern S1, S2 und Sz die Anfangswerte x(0) =c, y(0) =0
und z(0) =0 eingestellt, mit dem Potentiometer links unten
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6.6.3

wird die gewiinschte Steigung von z und am Potentiometer
rechts oben eine geeignete Dampfung gewahlt. Die Regi-
strierung beginnt mit Offnen der drei Schalter. Die beiden
hier gezeigten Bilder 6.6.3.1 und 6.6.3.2 unterscheiden
sich nur in der Steigung von z.

i

6632

6631

6.6.4 Lissajous-Figuren fiir zwei fast gleiche Frequenzen
In den Abschnitten 6.6.1 bis 6.6.3 wird jeweils U(t) gegen
U(t) von einer Schwingung aufgetragen. Erzeugt man zwei
unabhangige Schwingungen, gibt die eine auf den Y-Ein-
gang und die andere auf den X-Eingang eines Schreibers

(oder Oszilloskops), so erhédlt man Lissajous-Figuren. Im
folgenden werden die Frequenzen der beiden Schwingun-
gen fast gleich gewahlt.

Zur Durchfiihrung des Programms werden insgesamt vier
Schalter benttigt. Steht der programmierbare Schalter
(576 07) nicht zur Verfiigung, ist zusatzlich zum Satz Steck-
elemente (57603) noch ein Kippschalter (579 13) erfor-
derlich.




6.6.4

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen
Schaltern Si1, Sz, Sa und Ss die Anfangswerte y(0) = C1,
- y(0)/w = z(0) = 0, x(0) = c2 und x(0) = 0 eingestelit.
Rechts oben kann fiir die Schwingung y(t) bzw. z(t) wieder
eine geeignete Dampfung vorgegeben werden. Die Regi-
strierung beginnt mit Offnen aller Schalter.

Bild 6.6.4.1 ist mit Dampfung ,Null” erzeugt. Die verblei-
bende geringe Dampfung bewirkt eine Abweichung der
Umhiillenden vom Quadrat. Um dies zu vermeiden, muBte
die Schwingungsdifferentialgleichung z.B. entsprechend
Abschnitt 2.7.6 mit Amplitudenstabilisierung programmiert
werden.
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Im Bild 6.6.4.2 ist die Dampfung fiir y(t) etwas groBer ge-
wihit, und die Registrierung wird bereits nach wenigen (13)
Umldufen abgebrochen.

Im Bild 6.6.4.3 ist nicht y sondern z lber x aufgetragen.
Die Wahl! der Parameter und die Dauer der Registrierung
entscheiden wesentlich iiber das Aussehen der Grafiken.

6.6.5 Kreis mit rechteckformig moduliertem Radius

Im oberen Teil des Schaltplanes 6.6.5 wird der Kreis wieder
wie im Abschnitt 6.6.1 aus dem Programm einer Differen-
tialgleichung 2. Ordnung gewonnen. Am Ausgang des
linken Operationsverstérkers erscheint ¢ cos wt, am Aus-
gang des rechten Verstarkers c sin wt. Die Rechtecksignale
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r(t) des Operationsverstarkers rechts unten (vergleiche
Abschnitt 2.7.1) werden links unten zu einer Konstanten a
addiert. Die nachfolgenden Multiplizierer bilden dann:

x() =cla+r()) sin wt

y(t)=cla+r(f) ) cos wt

Die Frequenz des Rechteckgenerators ist hier etwa 7,5mal
groBer als die Frequenz der Kreisbewegung.

Vor Beginn der Rechnung werden bei geschlossenen
Schaltern S1, Sz und Sz die Anfangswerte y(0) =ca, x(0) =0
und r(0) = 0 eingestellt. Die Registrierung beginnt mit
Offnen aller Schalter. Bild 6.6.5.1 zeigt das Ergebnis fiir
einen Umlauf.

6.6.6 Spirale mit sinusformig moduliertem Radius
Durch Zuschalten einer geeigneten Dampfung rechts oben
wird aus der Kreisbewegung des Abschnitts 6.6.5 eine
sich langsam zusammenziehende Spirale (vergleiche Ab-
schnitt 6.6.1). Rechts unten wird entsprechend Abschnitt
2.7.5 mit nur einem Operationsverstérker ein Sinusgenera-
tor aufgebaut, dessen Ausgangssignal links unten wieder
zu einer Konstanten a addiert wird. Die Multiplizierer liefern
(ohne Dampfung):

x(t) = cla + b sin(wat + @) ) sin wit

y(t) = c(a + b sin(wzt + ¢) ) cos wit

Die Frequenz der Kreisbewegung bzw. der Spirale wird
durch die Zeitkonstanten der beiden Integrierer fest vor-
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6.6.6

L

gegeben. Die Frequenz und die Amplitude des Sinus-
generators rechts unten wird durch die Stellung des Poten-
tiometers in der Riickkopplung mitbestimmt. Die Einstel-
lung ist kritisch, man muB insbesondere jeweils den einge-
schwungenen Zustand abwarten. Die Frequenz kann ge-
ringfiigig auch durch verschiedene R (z. B. 5 kQ) geandert
werden. Hier wird w2 etwa 4- bis 6mal groBer als w1 gewahlt.
Die Phase ¢ des Sinusgenerators zur Kreisbewegung ist
unbestimmt.

Die Registrierung beginnt mit Offnen der Schalter S; und
S,. Dabei sind die Anfangswerte x(0) = 0und y(0) = c(@a+b
sin @) vorher einzustellen. Die Bilder 6.6.6.1 und 6.6.6.2
zeigen zwei Losungsbilder fiir unterschiedliche Amplituden
und Frequenzverhéltnisse. Bei Bild 6.6.6.1 ist insbesondere
b < a, bei Bild 6.6.6.2 ist b > a.

6.6.61

6.6.6.2

Die Bilder 6.6.6.3 bis 6.6.6.8 entstehen aus Bild 6.6.6.1
durch geringfiigige Anderung der Frequenz derdem Radius
tiberlagerten Sinusschwingung und durch VergroBerung
der Dampfung. Dabei unterscheiden sich die Bilder 6.6.6.6
bis 6.6.6.8 nur noch in der Dauer der Registrierung.

6.6.7 Uberlagerung zweier Kreisbewegungen

Rechts oben im Schaltplan 6.6.7 befindet sich wieder das
Programm zur Lésung der Schwingungsdifferentialglei-
chung, somit hat man die x- und die y-Komponente der
einen (hier langsameren) Kreisbewegung. Der Sinusgene-
rator rechts unten (entsprechend Abschnitten 6.6.6 und
2.7.5) liefert die y-Komponente der zweiten Kreisbewegung,
der Differenzierer links unten dann daraus die zugehdérende
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6.6.7

x-Komponente. Die Frequenz der zweiten Sinusschwingung
ist entsprechend Abschnitt 6.6.6 in gewissen Grenzen mit
dem Potentiometer in der Riickkopplung einstellbar. Die
Summe der beiden x-Komponenten bzw. y-Komponenten
ergeben die Koordinaten der zusammengesetzten Be-
wegung.

Die Registrierung beginnt mit Offnen der Schalter S; und
S,. Bilder 6.6.7.1 und 6.6.7.2 zeigen zwei Losungen mit
geringer Dampfung. Der Radius ¢ der langsamen Kreis-
bewegung ist dabei gréBer als der Radius r der zweiten
liberlagerten Kreisbewegung. Die beiden Bilder unter-
scheiden sich im Frequenzverhaltnis der beiden Schwin-
gungen.

6.6.71
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Die folgenden Bilder zeigen drei Losungen fiir eine Uber-
lagerung einer langsamen Spirale (Dampfung ungleich
Null) und einer raschen Kreisbewegung. Bei Bild 6.6.7.3 ist
c <r, bei Bild 6.6.7.4 ist ¢ >r. Im Bild 6.6.7.5 mit ¢ > r wird
im Lauf der Registrierung die Amplitude des Sinusgene-
rators und damit der Radius der zweiten Kreisbewegung
von Hand am Potentiometer verringert.

Die in den Beispielen der Abschnitte 6.6.1 bis 6.6.7 wieder-
gegebenen Bilder sind nur eine kleine Auswahl der mit dem
Analogrechner erzeugbaren ,Computer-Grafiken”. Der
Phantasie sind kaum Grenzen gesetzt.
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6.7. Spiele

Als eine weitere nicht wissenschaftliche Anwendung des
Analogrechners lassen sich auch Programme von inter-
essanten Spielen erstellen. Im folgenden sind zwei Bei-
spiele fir je zwei Spieler beschrieben.

6.7.1 Spiel 1

Das Programm ist im Schaltplan 6.7.1 wiedergegeben.
Spieler A erzeugt am Potentiometer links oben (je nach
Drehwinkel) ein Signal a mit — 1 =a = + 1. Spieler B multi-
pliziert am Potentiometer rechts oben (je nach Dreh-
winkel) das Signal a mit einem Faktor b, fiir den ebenfalls
git=issShs + 1.

Das Produkt a - b wird einem Integrierer (mit Zeitkonstante
RC = 1 s) zugefiihrt, man erhalt:

t

= AR
s(t) = RC ; a-bdt

Begonnen wird mit s(0) = 0, und die beiden Potentiometer
stehen auf Mitte (a = 0 und b = 0). Dann wird Schalter S am
Integrierer gedffnet. Ziel ist es fiir Spieler A, als Ausgangs-
signal s = + 1 zu erreichen. Spieler B soll dagegen ver-
suchen, s = — 1 zu erhalten. Die Chancen sind gleich. Ge-
winnen wird der Spieler, der aus der Anderung von s(t)
schneller immer wieder die richtige Entscheidung fiir die
Stellung seines Potentiometers trifft. Geht das Spiel zu
schnell, kann es durch VergréBerung der Zeitkonstante
(Widerstand vor dem Integrierer verdoppeln) etwas lang-
samer gemacht werden.

Um Streitfélle, ob das Ausgangssignal + 1 (= 10 V) oder
= 1 (& - 10 V) erreicht hat, zu vermeiden, sind unten im
Programm zwei Komparatoren eingebaut, die gegebenen-
falls das Ausgangssignal sofort auf etwa + 1,2 bzw. — 1,2
(Ubersteuerter Verstarker) springen lassen und dort fest-
halten.

Als Anzeigeinstrument fiir s(t) eignet sich gut das Doppel-
mavo (44286) mit Nullpunkt Mitte zusammen mit MeB-
bereichsschaltkasten (44284 oder 44274), da dann der
Wettkampf von einer gréBeren Gruppe verfolgt werden
kann.

Fir Anwender, die kein geeignetes MeBinstrument mit dem
Nullpunkt in der Mitte zur Verfiigung haben, folgt dem Inte-
grator noch ein weiterer Operationsverstarker (rechts
unten), mit dem gebildet wird:

z(t) = % (s{t) + 1)

Jetzt liegt das Ausgangssignal z zwischen — 0,1 und + 1,1.
Es kann ein Voltmeter mit einem MeBbereich von 10 V
verwendet werden. Spieler A versucht + 1 (& 10 V) und
Spieler B versucht 0 (= 0 V) zu erreichen.
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Besonders schwierig wird das Spiel bei Verwendung eines
- sehr tragen Anzeigeinstrumentes, weil dann Anderungen
von z bzw. von s erst verspéatet beobachtet werden kénnen.

6.7.2 Spiel 2

Bei diesem Spiel fiir zwei Personen erzeugt jeder seine
eigene Zeitfunktion a bzw. b. Gewonnen hat, wer von Null
beginnend zuerst den Wert 1 (= 10) erreicht. Hat es jedoch
einer der Spieler zu eilig und gibt eine zu groBe Steigung
vor, so nimmt sein Ergebnis plotzlich wieder ab. Gewinnen
wird der Spieler, der es am besten versteht, seine Steigung,
die nur lber ein Verzégerungsglied eingestelit werden
kann, nach dem Start mdglichst rasch knapp unter den
kritischen Wert zu bringen. Wird der kritische Wert iiber-

schritten und nimmt das Ausgangssignal wieder ab, muB
schnell reagiert und die Steigung zuriickgenommen wer-
den, um nicht alle Chancen zu verlieren.

In der oberen Reihe des Schaltplans 6.7.2 finden sich
Potentiometer und Programm fiir Spieler A, in der unteren
Reihe fiir Spieler B. Vor Beginn werden beide Potentio-
meter auf Null gestellt und durch SchlieBen der Schalter
S: und S die Ausgangssignale a und b auf Null gesetzt.
Gestartet wird mit Offnen beider Schalter.

Mit dem Potentiometer kann liber das nachfolgende Ver-
z6gerungsglied 1. Ordnung (siehe Abschnitt 4.1.1) die
Steigung — a bzw. — b eingestellt werden. Wird — abzw. - b
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zu negativ, so filhrt jeweils der mittlere Operationsverstar-
ker dem rechten Integrierer ein groBes positives Signal zu,
so daB sich dessen Ausgangssignal rasch verringert, falls
nicht sofort der Wert von a bzw. von b etwas zuriickge-
nommen wird.
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